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PROLOGO

Esta cuarta edicion, lector, que tienes en tus manos, contiene resueltos los
problemas de matemadticas propuestos desde 1969 a 1980 en las oposiciones a
los Cuerpos de Agregados y Profesores de Maestria Industrial (sustituidos por
el actual Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria) y también al de
Catedraticos.

Es el tomo nimero uno de la coleccién Problemas de Oposiciones a Ense-
fnanza Secundaria, que, de momento, consta de ocho volimenes.

Como puedes comprobar, los problemas aparecen agrupados por Tribunales
y separados segun el Cuerpo para el que era la oposicion. La ordenacién es cro-
noldgica y segun el nimero del Tribunal. También incluimos una clasificacién
respecto a los temas del Temario de Oposiciones al Cuerpo de Profesores de
Ensefianza Secundaria (B.O.E. nimero 226, 21-9-1993).

Agradecemos a todos los compafieros, amigos y lectores, sus &nimos para
que continuemos actualizando la coleccion.

Madrid, septiembre de 2017.

Los autores.
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Problemas de Oposiciones 1969 a 1980

[Pégina 12]

3 Un nimero natural tiene dos factores primos y 8 divisores naturales.
La suma de los divisores es 320. Hallar el nimero.

SOLUCION. -

Sea el nimero buscado A = arbs, con a,b primos y r,s = 1.

El nimero de divisores naturales de A es 8 = (r+1)(s+1). Como r,s =1, y
a,b se pueden intercambiar, podemos suponer que r+1=2 , s+1=4, esto es, r=1
y s=3.

La suma de los divisores de A es entonces:

(a+1) (b +b2+b+1) = 320 = 2% - 5

Como a+1 divide a 26 5, es a#2, luego a+1 =4 y por tanto

b3 < b3+b2+b+1 <%= 80.

Se tiene asi que los niimeros primos 2 y 3 son los Gnicos valores posibles
para b.

Para b = 2, resulta b3+b2+b+1

15, en contradiccidn con que ha de ser

un divisor de 320.
Para b = 3, resulta b3+b2+b+1

El nimero buscado es A = 71 . 33 = 189.

40, luego (a+1)40 = 320, y asi a = 7.

~==0000000---

[Péginas 48 y 49]

6 a) Calciilese por medio de una integral definida:

A= Tim a,
n->+ow

siendo (an) la sucesidn cuyo término general es:

n
- 2 4 6 2n
e Jurhushasd i
b) Si A es el volumen en dm3 de una cruz de brazos cilindricos igua -
les, siendo r el radio de estos cilindros de revolucidon y 3r la distancia del

centro de la cruz al plano que limita cada brazo, calcular r.

SOLUCION. -
a) Sea A= lim a_ ;

n->+w© n

LA = lim + [L(1+2l) FLA 42D+ +2 D ... #0142 3)]=
o>+ n n n n



Problemas de Oposiciones 1969 a 1980

1 1 2
= L(1+2x)dx = 2 Lt dt = 7 E_ Lt- t] =
0 ) 1
1 127 33
=3 3L3-34+1) = 2 L 22 = L =g
Luego: 3/3
A =
e
b) Calculemos en primer lugar el volumen Vl de la interseccidn de los dos
cilindros.
z En la figura puede verse dibujada

la parte de interseccidn comprendi
da en el primer octante.
! Al cortar por un plano perpendicu-
lar al eje x queda determinado un
cuadrado ABCD de lado:

AB = Vrz - x2
(hdllese la interseccidn del cilin

dro x2+y2 = r2 con el plano per

pendicular al eje de abcisas a una
distancia "x'").

En consecuencia:

r
vV, =8 (r2 - x2) dx =
0

16 3 3
3 r dm

*%* Calculando este volumen V1 por una integral doble tendriamos:

2 .2
r r -x r w 2 2
r -x
V1 =8 Vrz—xz dy dx = 8 \]r?'—)(2 [y] dx =
0 Jo 0 0
r
=8 (r2 - x2) dx = lg-r3 dm3
0
N . s 2,2 2
(Téngase en cuenta que las ecuaciones de los cilindros son: x +y =71 y
zz-+x2 = rz).

El volumen de la cruz serid la suma de los volimenes de los cilindros menos

el volumen de la interseccidn Vl. Es decir:

V=A-= Trr26r + 1Tr26r - % r3 = 121Tr3 - 1—36 r3 = r3 (ﬂ;—m) dm3
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_3%3 .3 _ 3361 -16 3 3 _ 9/3
Luego: A = o dm™ = r 3 dm = r = o(36m - 16) >
3
_ _ %3
= = \cGer-15 9

NOTA.-  Este problema estd nesuelto en "Eferncicio de Andlisis" (Braulio de
Diego). Ejercicio 7.59.

[Péginas 351 y 352] ---0000000--~

‘! Sea P3(x) el espacio vectorial real de l1os polinomios de coeficien-

tes reales, grado menor o igual que tres y una indeterminada x.

a) Demostrar que V = {1, 1+x, 1+x+x2, 1+x+x2+x3 } es base de P3(x).

b) Hallar, respecto de V, la matriz del endomorfismo f definido en
P3(x) que a cada polinomio le hace corresponder su segunda derivada.

c) Calcular el niicleo de f, su dimension, la imagen de f y su di-
mension.

d) Resolver con y sin ayuda del cdlculo matricial la ecuacidn
f(Q(x)) = 6x + 8 donde Q(x) es un polinomio de P3(x).

SOLUCION. -
a) Es consecuencia inmediata de ser los cuatro polinomios de grado dife-
rentes.

b) Sea p(x) = aO+a1(1+x)+az(1+x+x2)+a3(1+x+x2+x3). Derivando queda:

p'(x) a +az(1+2x)+a3(1+2x+3x2)

1

p"'(x) = 2a2+a3(2+6x) = 2a2—4a3+6a3(1+x)

Luego f(1) = 0, f(14x)=0, f(1+x+x2)=2, f(1+x+x2+x3) = =4+6(14x) .

La matriz es, pues:

0O 0O o0 O
o 0 o0 O
2 0 0 O
-4 6 0 O

c) El nidcleo de f estd formado por todos los polinomios de P3(x) cuya
segunda derivada es cero. Es decir, por los polinomios de la forma at+bx, o
bien, A+u(l+x). Constituyen un subespacio vectorial de P3(x) de dimensidn 2.

Al ser 2 la dimensidn de Ker f y 4 la dimensidn de P3(x), la dimen-
sidén de Imf es 2.

Es evidente que los polinomios que pertenecen a Imf son los de la
forma mtnx, es decir, los de grado menor o igual que 1.

d) 6x+8 = 2+6(1+x). Teniendo en cuenta que las ecuaciones de f son:
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0 0 0
0 0 0
' [ [ 1y =
(3ps a5 a5, a3) = (ags a5 a5, a9) |, (o
=4 6 0 0
) _ 2 2.3
si Q(x) = ao+a1(1+x)+az(1+x+x )+a3(1+x+x +x7) queda:
_ 0 0 0]
(2363090) = (aO’ als 32’ 33) 0 0 0 =
2 Q 0 0
=4 6 0 0
= (232—4a3, 6a3, 0, 0) = a3=1, a2=3

2 3

Luego Q(x) = a +a1(1+x)+3(l+x+x2)+1(l+x+x +x3) = a+bx+4x2+x

0
Sin emplear el cdlculo matricial, para que la segunda derivada de Q(x)
sea 6x+8, evidentemente ha de ser Q(x) de la forma a+bx+4x2+x3.

[Pagina 363] - --0000000- - -

7 Se divide un diametro AB de una circunferencia C de radio R en n partes
iguales. Se consideran los arcos de las circunferencias de centro A que pasan

por Tos puntos de division y son interiores a C. Calcule el Timite de la media
aritmética de Tas longitudes de estos arcos, cuando n tiende a infinito.

SOLUCION. -

2Rk>2
n
la ecuacidén de la circunferencia Cyx de centro A(-R,0) y radio 2Rk/n, para

Sea x? +y? = R? la ecuacién de la circunferencia C y (x+R)? +y? =(

k € {1,2,...,11 —l}. Sea oy, el angulo de vértice A correspondiente al arco de Cx

que es interior a C. La longitud de dicho arco es 1, =2R%0¢k. Dado que

evidentemente son

k
2R
_ n k _ k _ k. k _ k k
cos—2 = 72R =4 = Ok = 2arccosfn = lk = 2an 2arccosfn = 4an arccosfn

el limite que se pide es

n-1 ¢
1414 - +1, ¢ 1 k
E=1lim ———— = 4R lim —- f(7>
n-1 n-1 n L
n—oo n—oo ko1 o
2
A “R+J(2Rk/n) B
donde f(x) = x-arccosx . Como es f(%) =0, resulta que
Cx

n
“4r - 1im ST Le(k) g, .fl_ _4r.T - TR
E=4R- lim a1 nf<n>-4R 1 Oxarccosxdx-4R g~ 3

n—oo k=1

donde la Gltima integral se ha calculado por partes haciendo u = arccosx,
dv = xdx .

---0000000- - -
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E.S.0.en el Tomo 1; 3°y 4° (Opciones Ay B) de E.S.O. en el Tomo &; las Matematicas Iy II del
Bachillerato de Ciencias y Tecnologia en el Tomo 3; y las Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales Iy II en el Tomo 4. Ademas, con cada programacion se desarrollan al menos quince
unidades didacticas.

1 Los problemas propuestos en convocatorias de anos anteriores no se resuelven otra vez,
sino que se indica un volumen de la misma coleccion donde figuran resueltos.



@® PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAL.
Primer curso de Escuelas Técnicas, Escuelas Universitarias y Facultades de Ciencias.
CUARTA EDICION. I.S8.B.N. 978-84-86379-00-1.
Autores: Braulio de Diego, Elias J. Gordillo y Gerardo Valeiras.

Obra dirigida por José Luis Vicente Cérdoba (Catedratico de Algebra, de la Facultad de Mate-
maticas de la Universidad de Sevilla). Contiene 427 problemas totalmente resueltos y méas de
848 cuestiones. Cada capitulo se inicia con un resumen tedrico.

Capitulo 1: Matrices. Operaciones elementales. Determinantes. Matriz inversa. Rango o carac-
teristica de una matriz. Sistemas de ecuaciones lineales: método de reduccion de Gauss. Capi-
tulo 2: Espacios vectoriales. Subespacios. Dependencia lineal. Espacio cociente. Base y dimen-
sion. Coordenadas. Cambio de base. Escalonamiento de vectores. Aplicaciones del Teorema de
Rouché-Frobenius. Capitulo 3: Aplicaciones lineales. Nucleo e imagen. Matrices asociadas a
una aplicacion lineal. Formas lineales. Espacio dual. Capitulo 4: Autovectores y autovalores.
Polinomios caracteristico y minimo. Matrices diagonalizables. Diagonalizacion de matrices
simétricas reales. Formas candnicas de Jordan: métodos de la particion de multiplicidades y
de los divisores elementales. Aplicaciones.

@ EJERCICIOS DE ANALISIS (CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL). Primer
curso de Escuelas Técnicas, Escuelas Universitarias y Facultades de Ciencias.
QUINTA EDICION. I.S.B.N. 978-84-86379-02-5.
Autor: Braulio de Diego.

Capitulo 1: Interpolacion. Capitulo &: Sucesiones y topologia en la recta real. Limites. Capitulo
3: Numeros complejos. Transformaciones. Capitulo 4: Limites y continuidad de funciones rea-
les de variable real. Capitulo 5: Derivada y diferencial.

Capitulo 6: Teoremas del valor medio. Regla de I'Hopital. Férmulas de Taylor y Mac Laurin.
Curvas. Capitulo 7: Calculo de primitivas. Integral definida. Integrales impropias. Convergen-
cia. Capitulo 8: Series numeéricas. Sucesiones y series funcionales. Convergencia uniforme.
Desarrollos en series de potencias. Capitulo 9: Ecuaciones algebraicas. Aproximacion de raices.
Eliminacién de incognitas.
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