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PROLOGO

Presentamos la tercera edicion del presente tomo, nimero 2 de la coleccion
de problemas de oposiciones. En €l se resuelven problemas propuestos por las
Autonomias desde 1981 a 1987, en las oposiciones al hoy Cuerpo de Profesores
de Ensefianza Secundaria en la especialidad de Matematicas.

Este tomo sustituye a los siguientes volimenes:
— Problemas de oposiciones 1981
— Problemas de oposiciones 1982
— Problemas de oposiciones 1983-84-85
— Problemas de oposiciones 1986-87
actualmente descatalogados.

Los problemas que ya fueron propuestos en anteriores convocatorias y que
figuran resueltos en el tomo 1, no se resuelven nuevamente, sino que se remite
al lector a dicho tomo.

Madrid, febrero de 2015
Los autores.
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Problemas de Oposiciones 1981 a 1987

[Paginas 192-193]

5. En un cubo de arista a se inscriben cilindros de revolucion de modo
que tengan el eje en la diagonal del cubo .

a) ¢Cual es el de volumen maximo ? .

b) Hallar ese volumen maximo en el caso en que a sea el segmento aureo de
otro segmento de 6 dm. de longitud .

SOLUCION.-

a) La longitud de la diagonal del cubo es a /3 vy la de la diagonal de una

de sus caras es a /2 .
Sea h la altura del cilindro inscrito en el cubo y de eje la diagonal y sea r su
radio .

Cortando el cubo por un plano diagonal

resulta :
1 _ r .1\/2'
aV2 o (av3—h)= =r

tg o

Luego h=a+4/3—2r /2.

=ry/7.

En funcion de r el volumen del cilindro

es :
V=mr?(ay/3 - 2ry/2)
Luego V'=24/83mar—64/2m1? ;en

consccuencia :

V=0 = r=0 6 r= —
\/6
Para r=0 es V(0)=0, luego es un mi-
nimo.
, A _ a
Vi (—)=-24/3 mna<0 = hayunmaximoen r= ——

V6 V6

Fl volumen maximo cs
43
V=g — ( a3 -

b) Si a es el segmento aureo de otro dc 6 dm.

2\/2 a ) .

6 .
2= = 2246a2-36=0 = a=-3+35
a 6-—a
Y queda :
v=‘l/—z1ra-" \{811'(3+3\/5]3=12\/3 -2 +4/5 ) ™ dm?.



Problemas de Oposiciones 1981 a 1987

83.84 Sobre una recta se dibujan N puntos equidistantes tres unidades
unos de otros. Determine un punto X tal que la suma de los productos de los
cuadrados de sus distancias a cada uno de los N puntos anteriores por el numero
de orden de cada uno de estos puntos, sea minima.

(AGREGADOS. TURNO LIBRE. ANDALUCIA)
SOLUCION.
Sean a;,a,, ..., ay los N puntos.

Es a,=a; + 3(k — 1)

Para un punto x € IR, se establece:
N N
x)= ¥ (x—a,)*k= Y (x—a,— 3k + 3)%k
k=1 k=1

La funcion § esta definida en IR y su derivada es:
N N N
S'(x)= Y, 2k(x—a,—3k+38)=2 )'_‘, kx — 2 - 32+ ) k)=
k=1 k=1 k=1 k=1
=EN(N+1)x—N(N+1)a,—N(N+ 1)(2N + 1) + BN(N+ 1) =

=N(N + 1)(x—a,— 2N + 2)

N(N + 1) N N(N + 1)(2N + 1)
a que k—— y k2 =
yaq F. kg .

Latnicaraizde S"(x)=0 es x=a; + 2N — 2,

Al ser S (x) = N(N + ) = 0, la funcion x — S(x) presenta un minimo
relativo en x tal que S (x) =

Luego x =a;+ 2N — 2 es el punto X buscado, ya que el minimo relativo
coincide con el minimo absoluto por ser §° (x) menor que cero a la izquierda
y mayor que cero a la derecha de dicho punto.



Problemas de Oposiciones 1981 a 1987

86.18 Disponemos de N + 1 urnas numeradas. Cada urna contiene N bolas
rojas o blancas, de tal manera que la urna k contiene k—1 bolas blancas y N-k + 1
bolas rojas (k=1,2,3,... , N+ 1).

Escogemos una urna al azar y extraemos sucesivamente con reemplazamiento
n bolas.

a) Encontrar la probabilidad de que todas las bolas extraidas sean blancas.
Calcular el limite de esta probabilidad cuando N tiende a infinito.

b) Si hacemos una extraccion mds encontrar la probabilidad de que la bola
n + 1 sea blanca, suponiendo que las n bolas escogidas con anterioridad eran blan-
cas. Calcular el limite de esta probabilidad cuando N tiende a infinito.

(AGREGADOS. CATALUNA)
SOLUCION.

La probabilidad de escoger la urna k es y la de extraer una bola blanca

k—1

N+1
de esa urna es

; ahilid X 0 \n Nin
a) La probabilidad buscada es i {(N) (D\) e i [N) ]

Si calculamos el limite cuando N+ + ==, se tiene:

(Lpg o g oy
L [(\) (N H Q=
- 1 N 1. 1., N ; N . N
= ] AN __ L iyn \Nynq = s L. ..4(— ) ]=
NlmwN+lN[(N) * +(N)1 ;lﬂmN+1rjlﬂmN[( P (N)]

! 1
=1 x"dx=
0 n+1

b) Sea B el suceso consistente en que en la extracciéon n + 1 de la urna escogi-
da, la bola sea blancay A , para n=> 1, el suceso consistente en que en las n ex-
tracciones las bolas sean blancas. Se busca

1 N
.__.___[( )“*I )n+1 + - 4 (_'.)!'H-l ]
P(B/A ) = P(BNAn)_ P(A,,,)_ N+1 N N N
. P(A,)  P(A) 1 N
_I_ .. + —\n
N+1 [(L i N) (N) ]
Segtn el apartado a), el Iimite cuando N>+ es:
: 1
lim P(A_,,)
!>+ 0O + + 1
lim P(B/A, )=~ -nt+2 _n
N>+oo lim P(A) 1 n+2

N++0c2



Problemas de Oposiciones 1981 a 1987

86.43 Sumar la serie
i_? 1
=0 n*+8n ++/3 (3n* + 2)

n

(AGREGADOS. TRIBUNALES 1y 2. MADRID)
SOLUCION.

1 1
N+ 8n++/3 302+ 2) (n++v/3-1)n+y/3)n+y/35+1)

; dn+1 1'1+-\/3_— 1 an+ﬁ
Ademas: = — =
' n+y/3+2 an+?7

Se verifica: a =

cona=1, f=v/3-1 y y=v/3+2

Luego es una serie hipergeométrica. Al ser:

(@n +7)a,, =(an +f)a,

si damos a n sucesivamente los valores 0, 1,2, ..., n— 1, resulta:

Ya; = fag
(e +7)a; = (a+p)ay
(2a+7v)ay = (2a+p)a,
Batvy)ag = (3a+pB)ay

Sumando ordenadamente y simplificando:
(n-Naa +y(@+a+- - -+a)=fa+ (@+f)a+ - +a )
Designando por §_ a ag+ a; + - - - + a_, queda:

(n-1ea,+v(S,~ ) =Fao+ (a + B)S,~ a,~ a)
y despejando S es:

a, (= na = B) 4 (y —a)ag

5, =
Yy-a-§ Yy-a-f
Como lim a (=na—f@)=0,lasuma de la serie es:
n*+ o
— 1
/3 +1)——= —
e __ VPTURNE 54y

r~a—8 FFI~A=~y8+1 12



Problemas de Oposiciones 1981 a 1987

86.60 a) Estudiar segun los diferentes valores del niimero natural n, el resto
de la division euclidea de 7" entre 9.
b) éCudl es el resto de la division 35368 713 . 93,
¢) éPara qué valores de n, nimero natural no nulo, el numero
B=16°"+ 16"~ 2 es divisible por 92.

(AGREGADOS. VALENCIA)
SOLUCION.

a) De 7'=7 (méd.9) y 72=4 (méd.9) resulta que
73=28 (m6d.9), esdecir 7°=1 (méd.9).
Por lo tanto, el resto de dividir 7" entre 9 es
1 para n=3k
7 para n=3k + 1
4 para n=3k+2 , donde k€ IN.
b) 35368713=¢3929.9 + 7)13 | luego
35368713= 7713 (mod. 9)
y como 7183=237-3+2 , es 7713=4 (mébd. 9).
El resto buscado es 4.
c) 16=7 (méd.9), luego 163"+ 16" —2=7%+ 7"~ 2 (méd.9), vy
7M4 7"-2=1+7"-2 (mbd.9)
de donde B es divisible por 9 si y sélo si lo es 7"~ 1, es decir, si n es multiplo de 3.



Problemas de Oposiciones 1981 a 1987

87.79 a) Utilizando el concepto de integral de Riemann y su interpretacion
4 S
geométrica, calcular S +v-x*+ 6x - 5 dx.
2

b) Calcular lim k‘% (n* + k? )-1;2

nrococR=1

(AGREGADOS. TRIBUNAL n° 1. MADRID).
SOLUCION.

Luego la grafica de la funcion x — +vVx*+ 6x-5 , en el intervalo [2, 4],
es un arco de la circunferencia de centro (3, 0) y radio 2.

El valor de la integral es el area
S comprendida entre el arco de
circunferencia, ¢l ¢je de abscisas
y lasrectas x=2 y x=4,

S es la suma de S, (area del
sector circular de arco AB), S,
(area del triangulo CNB) y S,
(4rea del triangulo CMA).

T =
Como CB=2 y CN = 1, el angulo NCB mide 5 . En consecuencia BN =4/3 .

; 1 V8
Asi, S,=—CN . BN = — . Evidentemente S3=8,.
2 2

P lado, el dngulo ACB mide ~ . I gi=agaL=tT
tro lado, el mide = . Luego: =R PR,
Oor o1ro 1ado, ¢ dngu O l((..3 h 1 2 3 3
3 V3 _ 2r+3y3
En suma, el area buscada es S=S,+S;+S;=—3* +\L2'_+\—/9—=—3 4 .

s =

——————— 21 + 34/3

Luego '{ +vV-x*+ 6x—5(lx=w37\/
2

Nota.- Un problema andlogo es el n°1 del tribunal n° 10, Sevilla, de las Oposi-
ciones a Agregados de 1977. Se encuentra resuelto en el volumen Problemas de
Oposiciones 1969 a 1980 de los autores.

. n 2L 12y-1)2 I | 1
b) lim £ (n*+k*) " =lm X2 ——————=

nsoo k=1 n»ock=1 m k2
1+ C)
n

= Y \/]dT:T =[Arg sh x]:] =[L (x +\/]_ﬁz_)l:} =L(1 +4/2).
o X



PUBLICACIONES

® PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 1: 1969 a 1980.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria.
Matematicas.

TERCERA EDICION. I.S.B.N. 978-84-86379-33-9.
Autores: Braulio de Diego y Elias J. Gordillo.

Obra dedicada a la resolucién, con todo detalle, de los 509 problemas pro-
puestos en las citadas oposiciones, en 592 pag., ofreciéndose dos métodos
de resolucioén cuando se ha considerado oportuno.

@® PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 2: 1981 a 198%.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria.
Matematicas.

TERCERA EDICION. I.S.B.N. 978-84-86379-89-6.
Autores: Braulio de Diego y Elias J. Gordillo.

Contiene, en 768 paginas, 773 problemas totalmente! resueltos que fueron
propuestos en las citadas oposiciones, convocadas tanto por el M.E.C. como
por diferentes Autonomias.

® PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 3: 1988 a 1995.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria.
Matematicas.

SEGUNDA EDICION. I.S.B.N. 978-84-86379-34-6.
Autores: Braulio de Diego, Agustin Llerena y Mariano Llerena.

Contiene totalmente! resueltos 551 problemas propuestos en las citadas
oposiciones, en 878 pag., convocadas tanto por el M.E.C. como por diferentes
Autonomias.

® PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 4: 1996 a 20085.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Enseiianza Secundaria.
Matematicas.

SEGUNDA EDICION. I.S.B.N. 978-84-86379-86-5.
Autores: Braulio de Diego, Agustin Llerena, Francisco Baena, M? Belén Ro-
driguez, José Manuel Gamboa y José M? Lorenzo.

Contiene totalmente! resueltos 378 problemas propuestos en las citadas
oposiciones, en 1004 paginas, convocadas tanto por el M.E.C. como por di-
ferentes Autonomias.

® PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 5: 2006 a 2012.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria.
Matematicas.

SEGUNDA EDICION. I.S.B.N. 978-84-86379-88-9
Autores: Braulio de Diego, Agustin Llerena, Francisco Baena, M? Belén Ro-
driguez, José Manuel Gamboa, José M* Lorenzo y Bruno Salgueiro.

1 Los problemas propuestos en convocatorias de anos anteriores no se resuelven otra vez,
sino que se indica un volumen de la misma coleccién donde figuran resueltos.



Contiene totalmente! resueltos 177 problemas propuestos en las citadas
oposiciones, en 656 paginas, convocadas tanto por el M.E.C. como por dife-
rentes Autonomias

@® PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 6: 2014.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria.
Matematicas.
1.S.B.N. 978-84-86379-87-2
Autores: Braulio de Diego, Francisco Baena, Agustin Llerena, M? Belén Ro-
driguez, José Manuel Gamboa, José M* Lorenzo y Bruno Salgueiro.

Contiene totalmente! resueltos los problemas propuestos en las citadas opo-
siciones, en 168 paginas, convocadas por las diferentes Autonomias

@ PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 7: 2015.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria.
Matematicas.
I1.S.B.N. 978-84-86379-91-9
Autores: Francisco Baena, José Manuel Gamboa, Braulio de Diego, Agustin
Llerena, M® Belén Rodriguez, José M? Lorenzo y Bruno Salgueiro.

Contiene totalmente! resueltos los problemas propuestos en las citadas opo-
siciones, en 238 paginas, convocadas por las diferentes Autonomias

@® TEMAS DE OPOSICIONES A PROFESOR DE ENSENANZA
SECUNDARIA.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Enseiianza Secundaria.
Matematicas.
SEGUNDA EDICION. Tomo 1, I.S.B.N. 978-84-86379-48-3. Tomo 2, I.S.B.N.
978-84-86379-47-6. Tomo 3, 1.S.B.N. 978-84-86379-49-0.
Autores: Braulio de Diego, Francisco Padilla y Agustin Llerena.

Obra de 3 volumenes en la que se desarrollan todos los temas del Temario
de Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensenanza Secundaria, especia-
lidad de Matematicas

® PROGRAMACIONES Y UNIDADES DIDACTICAS.
Oposiciones al Cuerpo de Profesores de Enseiianza Secundaria.
Matematicas.
Tomo 1, I.S.B.N. 978-84-86379-74-2. Tomo 2, I.S.B.N. 978-84-86379-75-9.
Tomo 3, 1.8.B.N. 978-84-86379-76-6. Tomo 4, 978-84-86379-77-3.
Autores: Fernando Garcia, Antonio J. Loépez, Manuel Lopez, José M* Loren-
z0, Jorge Quereda, Manuela Redondo y M? Teresa Sanchez

Figuran desarrolladas las programaciones de las asignaturas de Matemati-
casde 1°y 2°de E.S.0.en el Tomo 1; 3°y 4° (Opciones Ay B) de E.S.0.en
el Tomo &; las Matematicas Iy II del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia,
en el Tomo 3; y las Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Iy II en el
Tomo 4. Ademas, con cada programacion se desarrollan al menos quince
unidades didacticas.

1 Los problemas propuestos en convocatorias de anos anteriores no se resuelven otra vez,
sino que se indica un volumen de la misma coleccion donde figuran resueltos.



® PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAL.
Primer curso de Escuelas Técnicas, Escuelas Universitarias y Faculta-
des de Ciencias.
CUARTA EDICION. I.S.B.N. 978-84-86379-00-1.
Autores: Braulio de Diego, Elias J. Gordillo y Gerardo Valeiras.

Obra dirigida por José Luis Vicente Cérdoba (Catedratico de Algebra de la
Facultad de Matematicas de la Universidad de Sevilla). Contiene 427 pro-
blemas totalmente resueltos y mas de 848 cuestiones. Cada capitulo se ini-
cia con un resumen tedrico.

Capitulo 1: Matrices. Operaciones elementales. Determinantes. Matriz in-
versa. Rango o caracteristica de una matriz. Sistemas de ecuaciones lineales:
meétodo de reduccion de Gauss. Capitulo : Espacios vectoriales. Subespacios.
Dependencia lineal. Espacio cociente. Base y dimension. Coordenadas. Cam-
bio de base. Escalonamiento de vectores. Aplicaciones del Teorema, de
Rouché-Frébenius. Capitulo 3: Aplicaciones lineales. Nucleo e imagen. Ma-
trices asociadas a una aplicacion lineal. Formas lineales. Espacio dual. Ca-
pitulo 4: Autovectores y autovalores. Polinomios caracteristico y minimo.
Matrices diagonalizables. Diagonalizaciéon de matrices simétricas reales.
Formas canénicas de Jordan: métodos de la particion de multiplicidades y
de los divisores elementales. Aplicaciones.

® EJERCICIOS DE ANALISIS (CALCULO DIFERENCIAL E INTE-
GRAL). Primer curso de Escuelas Técnicas, Escuelas Universitarias y
Facultades de Ciencias.
QUINTA EDICION. I.8.B.N. 978-84-86379-02-5.
Autor: Braulio de Diego.

Capitulo 1: Interpolacion. Capitulo : Sucesiones y topologia en la recta real.
Limites. Capitulo 3: Numeros complejos. Transformaciones. Capitulo 4: Li-
mites y continuidad de funciones reales de variable real. Capitulo 5: Deriva-
da y diferencial.

Capitulo 6: Teoremas del valor medio. Regla de I'Hbpital. Férmulas de Taylor
y Mac Laurin. Curvas. Capitulo 7: Calculo de primitivas. Integral definida.
Integrales impropias. Convergencia. Capitulo 8: Series numeéricas. Sucesio-
nes y series funcionales. Convergencia uniforme. Desarrollos en series de
potencias. Capitulo 9: Ecuaciones algebraicas. Aproximacion de raices. Eli-
minacién de incégnitas.
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