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Problemas propuestos y soluciones

Mallorca. OPCION A
Numero 22.1 Demuestre que el nimero a, es divisible por 4 para todo nimero
entero positivo n, donde

an = (2n + 1)1 4 (2n — 1)

Una solucién. Distinguiremos sobre la paridad del entero positivo n. Si n es par,

entonces sera n = 2k para cierto k € N* y resulta que
ap = ag = (4k + 1)1 4 (4 — DL = 141 L (1)L (mod 4)
=1—1(mod 4) =0 (mod 4)

Por otro lado, si n es impar, es decir, si n = 2k + 1 para cierto entero no negativo

k, entonces
ap = Gopr1 = (4k 4 3)FFL 4 (4k 4 1)4%F3 = 34k+1 4 14643 (mod 4)

= (—1)"* 1 173 (mod 4) = —1 +1 (mod 4) = 0 (mod 4)

En consecuencia, tanto si n es par como si es impar ocurre que a, = 0 (mod 4), es

decir, a,, es divisible por 4, que era lo que pretendiamos probar.

Otra solucidn. Si recurrimos a la férmula del binomio, podemos escribir

(2n+1)21 = (QTLO— 1) (2n)201 ¢ (in— 1) (20)202 ¢ (2n2— 1) (2n) 3 4. ..
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y, andlogamente,

2 1 2 1 2 1
(2n _ 1)2n+1 _ ( n -+ )(Zn)Qn-‘rl _ ( n+ )(Qn)Qn + ( n+ )(2n)2n—1 .
0 1 2
2n+1 2n+1
om) —
+( on >(”) <2n+1)
Ahora, al sumar miembro a miembro ambas igualdades y agrupar, se tiene que
2 1 2 1
ay = n+ (2n)2n+1 _ n+ (2n)2"
0 1
2n —1 2n+1 o1 2n —1 2n+1 92
2 — 2
T 2n —1 N 2n+1 (2n) + 2n —1 2n+1
o — 2 o " on — 1 o+ 1

El ultimo sumando entre corchetes es nulo y el penultimo sumando es

2n —1 2 1
LT ——

que es miltiplo de 4. Los restantes sumandos contienen al factor (2n)* = 2kn*,

donde k£ = 2,...,2n+ 1, luego son multiplos de 4 y por tanto a, es miltiplo de 4.

Una solucion mas. Escribimos

2n—1
o2n — 1 o
+) ( " )(Qn — 1) 90 4 (20 — 1)

J
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Como el sumando

2n—1
3 (2" , 1)(2n— 1)2n-1-3 . 9

=2\ J

es multiplo de 4 es suficiente demostrar que también lo es
b= (2n —1)* 1+ (2n —1)(2n — 1)* 1712 4 (2n — 1)*
Ahora bien,
by =3(2n —1)"" 4 (20— 1)*(2n — 1)**
=2n -3 +4n? —dn+1) =42n - D) (n?+n+1)

es multiplo de 4.

Nimero 22.2 Dados los vectores T = (11,72) e § = (y1,y2) de R?, se define
Ty = 2x1y1 + 21Yy2 + T2y1 + 422y

Demuestre que - es un producto escalar.

Una solucion. Lo que debe probarse es que el producto - es una forma bilineal

simétrica y definida positiva. En primer lugar, - es lineal en la primera componente

puesto que si A y ) son ntimeros reales cualesquiera y &, £', 4 son vectores de R?,
N+ NT') -y
=2(A\z1 + N2y + Az + Na))ya + (Ao + Nah)yr + 4(Axe + N ah)ys
= N2z191 + T1y2 + T2y + 4xoy) + N (2211 + Thye + 2hys + 4xhys)
=A@ i) + N (@ §)
El producto - es ademaés simétrico, pues

—

Ty = 2wy + T1y2 + Xy + 4Ty = 2121 + Y102 + Yox1 + Ao =Y - T

Lo anterior demuestra que - es una forma bilineal simétrica. Sélo resta comprobar

que dicha forma bilineal es definida positiva. Asf ocurre en efecto pues si @ # 0,
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alguna de las coordenadas de & es no nula; suponiendo que lo es x1, resulta que

2
T =222 4 22120 + 423 = 222 (1—%—(9:2)4—2(@) ) >0
I I

pues 1 + t + 2t2 es un polinomio sin raices reales y que, en consecuencia, toma

valores positivos para todo t € R.

Otra solucién. Dados vectores cualesquiera 7,7 € R?, el ntimero real 7 - ¢ puede

ser expresado como el producto matricial

7= (o m)(f i) @)

Esto ya prueba que el producto - es una forma bilineal sobre R2. Como la matriz

G = (gy) = (f i)

es simétrica, también lo es la forma bilineal - y dado que, ademas, G es definida
positiva por ser A1 =¢g11 =2 >0y Ay =det G =7 > 0, concluimos que la forma

bilineal - es un producto escalar sobre R2.

Obsérvese que G es la matriz cuadrada de orden 2 cuyo elemento de lugar (7, j) es
gij = €; - €;, donde €] = (1,0) y €2 = (0, 1) son los vectores de la base candnica de
R2. A G se le suele llamar matriz métrica o también matriz de Gram del producto

escalar - en la base canénica de R?.
Numero 22.3 Sea A la region acotada del plano de ordenadas no negativas deli-
mitada por las curvas y = x y 2® + y? = 2. Calcule:

(1) El drea de la region A.

(2) El volumen del cuerpo de revolucidn que genera la region A al girar en torno
al eje OY

(3) El perimetro de A.



