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Prélogo

ada vez que finalizamos la redaccién de un nuevo libro de problemas, una vez
éste ya estd lleno de cuanto quisimos y supimos escribir, la escritura del
prélogo nos exige resumir en un par de péaginas aquello que se encontrard el
lector en las hojas sucesivas y las razones por las que escribimos lo que escribimos en la

forma que lo escribimos.

Los autores de este libro, antes de empezar a escribir su primera pdgina, no supieron si
lo que entonces era apenas un proyecto llegarfa a publicarse, si serfa del agrado de
quienes lo leyeran o si mereceria la pena el esfuerzo que habria de invertirse en
escribirlo. Nos sentiremos recompensados si aquéllos que invirtieron su dinero en la
compra del libro, y tras prestarle su atencién, llegan a la conclusiéon de que el libro fue
barato y de que lo que se escapé del bolsillo volvié a la cabeza hecho conocimiento. Sélo
entonces tendrd sentido el tiempo que dedicamos a la escritura del libro y los desvelos

que padecimos buscando mejores soluciones a los problemas.

Dada la larga crisis que sufrimos, la corta esperanza de que ésta termine pronto y las
menguadas economias de muchos de nuestros lectores, hemos decidido hacer un libro
m&as pequeno y no esperar a recopilar los problemas que puedan ser convocados en
sucesivas oposiciones. Publicamos asi el sexto volumen de la coleccién Problemas de
Oposiciones a Profesores de FEnsenanza Secundaria. Matemdticas, en el que se
resuelven los problemas propuestos en 2014 por los tribunales que han juzgado las
oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensenanza Secundaria, en la especialidad de

Matemaéticas, en aquellas Comunidades Auténomas que tuvieron a bien convocarlas.
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Los problemas, como es habitual en nuestros libros, estdn ordenados segin la
Comunidad en la que se propusieron. Ademads, tras el indice autonémico que sigue a
este prologo, el lector encontrard un indice temdtico al que podra dirigirse cuando
pretenda resolver problemas referentes a una misma drea de las Matemadticas. Alli los
encontrard clasificados en problemas de Algebra, Geometria, Céalculo diferencial,

Calculo integral y Estadistica y Probabilidad.

Algunos de los problemas que aparecen en el libro ya fueron propuestos en anteriores
convocatorias y figuran resueltos en los volimenes 1, 2, 3, 4 o 5 de la coleccién
Problemas de Oposiciones. Matemdticas (véanse las Publicaciones del final del libro).
Cuando se nos ha ocurrido una solucién distinta de la incluida en algiin volumen
anterior, la hemos incluido; cuando no, remitimos al lector al volumen de los anteriores

en el que figura resuelto el problema.

Hemos intentado, en los problemas que aparecen por primera vez, presentar mds de una
solucién y, en muchos de ellos, hemos resuelto problemas méds generales que el concreto
que se proponia. Con ello, el lector no sélo aprenderd a resolver el problema particular
que se propuso, sino que serd capaz de dar solucién a todo un tipo de problemas
similares al que se planteé en el examen. Admitimos la posibilidad de que algin lector
nos tache de pesados, pero anteponemos nuestro deseo de ensenar lo poco que sabemos
a otro tipo de cuestiones estéticas. Sea consciente, por ultimo, quien nos lee de que todo
cuanto se escribié pasoé el filtro de cada una de las diferentes sensibilidades matematicas
de los diversos profesores que escribieron este libro. Unos aportaron claridad, otros
dieron con soluciones estupendas y algunos terminaron mareados de tanto visar y
revisar problemas, pero todos pusieron lo mejor de si mismos para que éste fuera un

buen libro de problemas.

Madrid, Octubre 2014
LOS AUTORES
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Un par de problemas extraidos del volumen

Problema 14.15. (paginas 81 a 86)

Un segmento rectilineo AB de longitud L se apoya sobre los semiejes coordenados

positivos.

a) Determine el lugar geométrico de los puntos desde los que se ve el segmento AB
bajo un dngulo de 30° cuando dicho segmento forma un tridngulo isdsceles en el
primer cuadrante.

b) Si son A(l,O) y B(O,l), determine el lugar geométrico de los centros de las

hipérbolas equilateras que pasan por A, por B y por el origen de coordenadas.

(Madrid)
El apartado b) es el problema 04.4 del [Vol. 4] y también figura resuelto en la pdgina 62 del [Vol. 2]
Solucién:
Y“
a) El segmento AB de longitud L que se apoya en los
semiejes positivos forma un tridngulo isésceles en el B
primer cuadrante cuando OA=0B. Por el
A% L
Teorema de Pitdgoras serd OA? +OB? = I?, es 2
. 2 >
decir, 2-0A? = I? | luego OA = OB = % 0 w4 1%

2

L2
2

desde los que se ve el segmento AB bajo un dngulo de 30° es, por definicién, el arco

Son entonces A( ,O) y B(O,LT\@) y el lugar geométrico de los puntos del plano

capaz de 30° sobre el segmento AB.

Dicho arco capaz es la unién de dos arcos de
circunferencia de extremos A y B (excluidos éstos),
simétricos el uno del otro respecto del segmento AB

y tales que la semirrecta tangente a cualquiera de

ellos en los extremos A y B forma un #dngulo de

180°—30°=150° con el segmento AB .
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Los centros de estos dos arcos de circunferencia son los puntos C y D situados en
la mediatriz del segmento AB, que es la recta de ecuacion z =1y, y tales que
£BDA=2-30°=60°. Por ello y por ser {ABD = £DAB, el tridngulo ADB es

equildtero, asi es que los radios de las circunferencias miden CA= DA=AB=1L.

Las coordenadas de los centros C' y D, por estar éstos sobre la recta z = y, son de

la forma ()\,)\) , para ciertos A € R que hallamos como sigue:

N2

2
2
I? = DB? = CB? = \? + )\—T] —2)\2—\/5[/)\4-% &

2
o 2A2—f2m—%:o

y las soluciones de esta ecuacién de segundo grado son

Ver bz rarr (V2xY6)L
1 1

A

V26 L, V26 L) y D(x/5+J6 L,ML)-

Los centros C' y D son, pues, C’( 1 2 - 1

4

b) En la ecuacién general de una hipérbola equildtera, los coeficientes de 22 e y2

deben ser opuestos. Serd de la forma:
az? —ay2 + 2bzy 4+ 2cx +2dy +e =0

Como la hipérbola debe pasar por los puntos (0,0), (1,0) y (0,1), resultan e =0,
a+2c+e=0, —a+2d+e=0, es decir, e=0, 2c=—a, 2d =a, y por tanto, la

ecuacién general de las hipérbolas equildteras que pasan por O, A y B seré:
az® — ay® + 2bzy —azx +ay = 0

Obsérvese que deben ser a =0 y b= 0. Si fuese a =0, la ecuacién anterior se
reducirfa a 2bxy =0 y como no puede ser también b =0, serfa zy =0, que no es
una hipérbola sino la unién de los dos ejes coordenados. Si fuese b =0, seria a = 0
y la ecuacién se reducirfa, tras dividir por a, a 2% — y2 —xz+y=0, o bien

(z—y)(z+y—1)=0, que es la unién de dos rectas y no una hipérbola.
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En base a ello, si dividimos por a en la ecuacién de la hipérbola y llamamos m = %

)

nuestra ecuacién quedara:
m2—y2+2mxy—x+y:0, donde m =0

Las coordenadas del centro de la hipérbola f(z,y) = 2 —y* +2may — 2z +y = 0 son
la tnica solucién del sistema lineal que se obtiene al anular las derivadas parciales de

f. Por tanto, un punto (z,y) es del lugar G que se busca si y sélo si, para algin

m =0, es

0 —

a.{c (z,y)=0 s decir 22 +2my—1=20 O
of -0’ ’ —2y+2mzr+1=0

3y (x,y) =0 Y mx

Sea P(zv,y) un punto del lugar G tal que =0, y=0, x :t% e y= % Entonces,

para algin m = 0 serd, segin (1),

_1-2z _ —1+2%
2y 2z

m

= 27 —2+2y%—y=0 =

= x2—1x+y2—ly20 = [m—l]Q%-[y—l]Q:l
2 2 4 4

y de ello se sigue que P es un punto de la circunferencia C de centro C (%,i) y

radio % Si alguna de las dos coordenadas z o y del punto P € G fuese nula o

igual a 1, en virtud de (1) s6lo podrian ser z =0 ¢ y :% (para m=1)6 z :% e
y=0 (para m =—1), y ambos puntos, P(O,%) y P(%,O), también estdn en la
circunferencia C.

Si, reciprocamente, P (x,y) es un punto de C cuyas dos coordenadas son no nulas y
distintas de %, recorriendo el camino anterior en sentido contrario se concluye que

(x,y) es solucién de (1) para el valor no nulo m = % = % y que, por tanto,

P € G. Si alguna de las dos coordenadas de P es nula o igual a l, entonces P (0,0)
P(%,%), P(%,O) o} P(O,%) y s6lo los dos tltimos son puntos del lugar G por ser

los tnicos que son solucién de (1) para algun m = 0.
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En resumen, el lugar G buscado es la circunferencia de

centro (i,%) y radio %, salvo el origen 0(0,0) y el

punto F (% , %) .

OBSERVACION

Exponemos aqui un camino distinto para resolver el apartado b) a partir de (1), es
decir, conociendo que un punto (z,y) es del lugar que se busca si y sélo si, para algin

m =0, es
20 +2my—1=20

1
—2y+2mzr+1=0 (1)

Al resolver el sistema (1) deducimos que son

g=—t—™ o __lFm
2(1+m?) 2(1+m?)
Entonces:
oty = 1—-m n 1+m _ 2 _ 1
2(1+m?)  2(14+m?) 2(1+m?) 1+m?
byt <1—m>22 <1+m>222(1+m2>2_ 1
4(1+m?)"  a(1+m?) 4(1+m?) 2(1+m?)

y por tanto, 222 +2y% =z + vy, es decir,

Observe que ademds debe ser z =y, pues si fuese x =y, para algin m = 0 serfa
1—-m=14m, es decir, m =0, lo que es imposible. Los tnicos puntos (x,y) de la

circunferencia anterior tales que z = y son los que cumplen

22 +222 —z—2=0 = x(2x—1):0 = =0 o0 z=

1
2
11
22

circunferencia exceptuando los puntos (0,0) y (%,%)

es decir, son los puntos (0,0) y ( ) , por lo que el lugar buscado estd contenido en la
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Reciprocamente, si se procede de forma idéntica a como se hizo en la solucién, se

11
272

(1) y que, en consecuencia, es el centro de alguna hipérbola equildtera que pasa por los

puntos A, By O.

obtendra que cada punto de la circunferencia, con excepcién de (0,0) y ( ) , cumple

Problema 14.1. Paginas 3 a 7.

Determine una funcién continua f:[0,2] — R tal que f(1)=1, f(2)=7 y tal que

para cada z € [0,2] sea

3f:f(t)dt: [f (2) + 2/ (0)] 2

(Aragén. Opcién A)

Un problema muy similar a éste es el 05.32 del volumen 4.

Primera solucion:

La funcién f es continua en el intervalo [0,2] y, consecuencia de ello y del Teorema

fundamental del Célculo, la funcién x»—>f(')xf(t)dt es derivable en cada z €[0,2],

o[ rwa)-ro

Si en la igualdad del enunciado despejamos f(z), resulta que para todos los z € (0,2]

siendo

€S

r@) =2 [ rwa-210)

y de las propiedades aritméticas de la derivada se deduce que f es derivable en el
intervalo (0,2]. Puede por tanto derivarse en la igualdad del enunciado para cada

z € (0,2], obteniendo que

es decir,
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o bien,

Esta tltima igualdad garantiza, por ser f derivable en (0,2], que también f s

derivable en (0,2}. Derivando entonces en (1) se tiene, para cada z € (0, 2], que

2f(z) = f'(z) + 2 1" (a)
es decir,

f'(x) == f"(x) (2)
La tltima igualdad, cierta para todo z € (0,2], puede ser escrita en la forma

f'(z)

X

f// ($> _

Esta igualdad evidencia, por ser f' derivable en (0,2], que también lo es f" . de modo

que al derivar en (2) obtenemos:
f// (l‘) — f// (l‘) + f/// (ZL')

o lo que es igual, z f”(z) = 0, para cada z € (0,2]. Por tanto, es f"(z)= 0, para cada

T € (0, 2] y de ello se deduce que f” es constante en el intervalo (0,2], pongamos

f"(z) = c. Sustituyendo en (2) se obtiene:
f(z)=zf"(z)=ca

para cada z € (0,2] y, al sustituir en (1) deducimos que:

2f () ~ £ (0)] = ex?

es decir,

para cada z € (0,2].
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Como son f(1)=1y f(2)=7, al sustituir en la igualdad anterior se deduce que

f(0)+§:1, F(0)+2c=7

Al restar ambas igualdades se obtiene que % =6, es decir, ¢ = 4, y al sustituir en la

segunda igualdad, f(0)= —1. Sustituyendo en (3) se tiene que f(z)= -1+ 222, para
cada z € (0,2] y como también f(0)=-1=-1+ 2.0%, resulta que la funcién buscada

es la funcién f:[0,2] — R definida por
flz)=—1+ 227

Hasta aquf se ha probado que, caso de existir alguna funcién f:[0,2] = R que cumpla
las condiciones del enunciado, dicha funcién es la definida por f(x) =222 —1. Sélo
resta comprobar que esta funcién satisface efectivamente dichas condiciones, pero esto
es cosa sencilla pues ademds de ser continua y cumplir f(1)=1 y f(2)=7, para

cualquier x € [0, 2] se tiene que:

x

! _ 2 _ _Jo3 _ ¥ —_ 9.3 _a,._ 2 _ a2\ _
3f0 f(t)dt_fo(ﬁt 3)dt = [2t° —3t] = 2a° — 3z =z (22 - 3)

=x(222 —1-2) = z[f(z) + 2f (0)]
Segunda solucién:

Razonando como en los tres primeros pédrrafos de la solucién anterior, se deduce que f

es derivable en el intervalo (O, 2] y que para cada x € (0, 2] es
z f'(z)—2f(z)=—2f(0)

o también, por ser z > 0, que

£ =25 = -2 (@

X

La restriccién de f al intervalo (O, 2] es, por tanto, una solucién en dicho intervalo de

una ecuacién diferencial lineal de primer orden cuyos coeficientes son las funciones
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_2/(0)

T r— —=

ambas continuas en el intervalo (O, 2].

-2
—=dx
Un factor integrante de dicha ecuacién es ef z , pues al multiplicar los dos miembros

de (4) por dicho factor se obtiene:

ef%dx .f/(a:)—ef%dz 2 i) = ef%dx ZHO

x x

o [f(fg).effdw]:im).ef;dw ~

dx x
d oray _ —2f(0)  op, d (f(z)) _ —2f(0)
& (fa)ettr) == S ol

Al integrar se deduce que, para cada x € (0, 2] y algin k€ R, es

f(z) 5, _ f(0)

> :—2f(0)fm dy = —=+k
x x
es decir,
f(z)=f(0)+ kz* (5)

Como son f(1)=1y f(2)=7, al sustituir en la igualdad anterior se deduce que
k+f(0)=1, 4k + f(0) =7

sistema de ecuaciones cuya solucién es k=2 y f (O) = —1. Sustituyendo en (5) se tiene
que f(z)=2z? —1, para cada z € (0,2], igualdad que también se cumple para = =0,
por lo que la funcién buscada es la funcién f:[0,2] — R definida por f(z)= 222 —1.
La comprobacién de que, reciprocamente, esta funcién f cumple las condiciones del
enunciado ya se hizo en el tltimo parrafo de la primera solucién y en buena légica no la

repetiremos.
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Gamboa y José M* Lorenzo.

Contiene totalmente! resueltos 378 problemas propuestos en las citadas oposiciones, en 1004 paginas,
convocadas tanto por el M.E.C. como por diferentes Autonomias.

PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 5: 2006 a 2012. Oposiciones al Cuerpo de
Profesores de Ensefianza Secundaria. Matematicas.

1.S.B.N. 978-84-86379-85-8

Autores: Braulio de Diego, Agustin Llerena, Francisco Baena, M* Belén Rodriguez, José Manuel
Gamboa, José M* Lorenzo y Bruno Salgueiro.

Contiene totalmente! resueltos 177 problemas propuestos en las citadas oposiciones, en 650 pginas,
convocadas tanto por el M.E.C. como por diferentes Autonomias

PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 6: 2014. Oposiciones al Cuerpo de Profe-
sores de Ensefianza Secundaria. Matematicas.

1.S.B.N. 978-84-86379-87-2

Autores: Braulio de Diego, Francisco Baena, Agustin Llerena, M* Belén Rodriguez, José Manuel
Gamboa, José M* Lorenzo y Bruno Salgueiro.

Contiene totalmente! resueltos los problemas propuestos en las citadas oposiciones, en 168 paginas,
convocadas por las diferentes Autonomias

Los problemas propuestos en convocatorias de afios anteriores no se resuelven otra vez, sino que se indica
un volumen de la misma coleccién donde figuran resueltos.



® TEMAS DE OPOSICIONES A PROFESOR DE ENSENANZA SECUNDARIA. Opo-
siciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria. Matematicas.
Segunda edicién. Tomo 1, I.S.B.N. 978-84-86379-48-3. Tomo 2, .S B.N. 978-84-86379-47-6.
Tomo 3,1.S.B.N. 978-84-86379-49-0.
Autores: Braulio de Diego, Francisco Padilla y Agustin Llerena.
Obra de 3 volimenes en la que se desarrollan todos los temas del Temario de Oposiciones al Cuerpo
de Profesores de Ensefianza Secundaria, especialidad de Matematicas

® PROGRAMACIONES Y UNIDADES DIDACTICAS. Oposiciones al Cuerpo de Pro-
fesores de Ensefianza Secundaria. Matematicas.
Tomo 1,1.S.B.N. 978-84-86379-74-2. Tomo 2,1.S .B.N. 978-84-86379-75-9. Tomo 3,1.S.B.N. 978-
84-86379-76-6. Tomo 4, 978-84-86379-77-3.
Autores: Fernando Garcia, Antonio J. Lépez, Manuel Lépez, José M* Lorenzo, Jorge Quereda, Ma-
nuela Redondo y M* Teresa Sanchez
Figuran desarrolladas las programaciones de las asignaturas de Matemadticas de 1°y 2°de E.S.O.en
el Tomo 1; 3°y 4° (Opciones Ay B) de E.S.O. en el Tomo 2; las Matematicas [ y II del Bachillerato
de Ciencias y Tecnologia en el Tomo 3; y las Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales I y II en
el Tomo 4. Ademds, con cada programacion se desarrollan al menos quince unidades did4cticas.

® PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAL. Primer curso de Escuelas Técnicas, Escue-
las Universitarias y Facultades de Ciencias.
Cuarta edicién. I.S.B.N. 978-84-86379-00-1.
Autores: Braulio de Diego, Elias J. Gordillo y Gerardo Valeiras.
Obra dirigida por José Luis Vicente Cérdoba (Catedratico de Algebra de la Facultad de Matemdticas
de la Universidad de Sevilla). Contiene 427 problemas totalmente resueltos y mds de 848 cuestiones.
Cada capitulo se inicia con un resumen tedrico.
Capitulo 1: Matrices. Operaciones elementales. Determinantes. Matriz inversa. Rango o caracteris-
tica de una matriz. Sistemas de ecuaciones lineales: método de reduccién de Gauss. Capitulo 2: Es-
pacios vectoriales. Subespacios. Dependencia lineal. Espacio cociente. Base y dimensién. Coorde-
nadas. Cambio de base. Escalonamiento de vectores. Aplicaciones del Teorema de Rouché-Frobenius.
Capitulo 3: Aplicaciones lineales. Nicleo e imagen. Matrices asociadas a una aplicacion lineal. For-
mas lineales. Espacio dual. Capitulo 4: Autovectores y autovalores. Polinomios caracteristico y mi-
nimo. Matrices diagonalizables. Diagonalizacion de matrices simétricas reales. Formas canénicas de
Jordan: métodos de la particién de multiplicidades y de los divisores elementales. Aplicaciones.

@ EJERCICIOS DE ANALISIS (CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL). Primer
curso de Escuelas Técnicas, Escuelas Universitarias y Facultades de Ciencias.
Quinta edicion. I.S.B.N. 978-84-86379-02-5.

Autor: Braulio de Diego.

Capitulo 1: Interpolacién. Capitulo 2: Sucesiones y topologia en la recta real. Limites. Capitulo 3:
Numeros complejos. Transformaciones. Capitulo 4: Limites y continuidad de funciones reales de
variable real. Capitulo 5: Derivada y diferencial.

Capitulo 6: Teoremas del valor medio. Regla de L"Hopital. Férmulas de Taylor y Mac Laurin. Curvas.
Capitulo 7: Célculo de primitivas. Integral definida. Integrales impropias. Convergencia. Capitulo 8:
Series numéricas. Sucesiones y series funcionales. Convergencia uniforme. Desarrollos en series de
potencias. Capitulo 9: Ecuaciones algebraicas. Aproximacién de raices. Eliminacion de incégnitas.
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