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Prélogo

iempre es motivo de satisfaccién que un libro llegue a ver una segunda
edicién. Complacidos de que haya sido asi, presentamos al lector la
segunda edicién del quinto volumen de la coleccion Problemas de
Oposiciones a Profesores de Ensenanza Secundaria. Matemdticas, cuyo primer
volumen recogia problemas propuestos en las citadas oposiciones desde 1969.
En este quinto volumen se resuelven los problemas propuestos desde 2006 a
2012 por los tribunales que han juzgado las oposiciones al Cuerpo de
Profesores de Ensefianza Secundaria, en la especialidad de Matemadticas, en las

diferentes Comunidades Auténomas.

En esta segunda edicién del quinto volumen de problemas se ha incorporado
alguna nueva solucién mads inteligente que la que nosotros escribimos en la
primera ediciéon, se han anadido algunas observaciones a determinados
problemas que contribuyen a su mejor entendimiento y, por supuesto, hemos
corregido alguna errata que nos pasé desapercibida en nuestras revisiones de la

primera edicién.

El lector encontrard al inicio del libro un indice cronolégico en el que los
problemas aparecen ordenados segtin el ano de celebracién de la Oposicién y la
Comunidad en la que fueron propuestos, ademds de un indice temédtico de
problemas, en el que el lector podrd encontrar todos aquéllos referidos a un

mismo concepto matematico.
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Los problemas que aparecen en el libro que ya fueron propuestos en anteriores
convocatorias y que figuran resueltos en los voltimenes 1, 2, 3 o 4 de la
coleccion Problemas de Oposiciones. Matemdaticas (véanse las Publicaciones
del final del libro) no se resuelven nuevamente, salvo en aquellos casos en los
que se nos ha ocurrido una solucién distinta de la que figuraba en voltimenes
anteriores. En caso contrario, remitimos al lector al volumen de los anteriores

en el que figura resuelto el problema.

En muchos de los problemas propuestos por primera vez entre 2006 y 2012
hemos presentado mds de una solucién y, en casi todos, hemos incluido unas
Observaciones al final de cada problema en las que se enuncian y demuestran
resultados que evitardn que el lector tenga que recurrir a terceros libros para
entender las soluciones que se presentan. Es por ello que algunas soluciones
aparecen extensas en longitud, producto de nuestro interés en dar tantas
explicaciones como sean necesarias para que el lector entienda con claridad lo

que escribimos.

En alguno de los problemas hemos preferido cambiar el enunciado original del
problema que se propuso en la Oposicién por otro més general que lo engloba
y del que aquél es un caso particular. El lector aprenderd asi, no sélo a
resolver el problema que se propuso, sino que serd capaz de resolver todo un

tipo de problemas similares al que se planteé en la Oposicién.

Por 1dltimo, queremos agradecer la colaboracién de todos aquéllos que han

contribuido a que esta segunda edicién mejore a la primera y de todos cuantos

confian en nuestra aptitud a la hora de escribir Mateméticas. Es posible que

nos falte talento o ingenio, pero a buen seguro que no nos falta voluntad para
intentar escribir libros mejores.

Madrid, Noviembre 2014

LOS AUTORES
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Un par de problemas extraidos del Volumen 5

Problema 06.31. (paginas 149 a 151)

Se dibujan rosetas regulares de n pétalos en el
interior de un circulo (n >2). Cada arco de
pétalo se obtiene al dividir una circunferencia en
n partes iguales. La figura adjunta muestra el
caso n = 8. ;Cudl es el limite de la fraccion del
drea del circulo que ocupan las rosetas cuando n

tiende a infinito?

(Asturias)

Solucidén:

Por evidentes razones de semejanza, podemos suponer que el radio del circulo
de la figura es 1. Segin el enunciado, cada pétalo es la unién disjunta de dos
segmentos circulares idénticos, cada uno de los cuales se obtiene al dividir una

circunferencia de radio r, a determinar en n partes iguales.

) : N
El &ngulo central que abarca dicho segmento sobre la
citada circunferencia es 2Z , asf es que como la longitud de 7

la correspondiente cuerda es 1, deducimos:
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El drea del segmento circular puede obtenerse como la diferencia entre el drea
de un sector circular y el drea de un tridngulo. El drea del sector es la n-ésima

parte del drea del circulo, es decir,

2
7T7"n T

n 4nsen’ T

El drea del tridngulo es el semiproducto de dos de sus lados por el seno del

angulo que forman, esto es,

2
1 5 2 1 1 2w sen”
—risen— = — ;o sen—— = ———"—
n 2 4gen® T n 8sen“ T
n n
El drea del segmento circular es asf:
- sen 2T 27 —psen 27
_ n_ _ n
4 270 270 27
nsen” - 8sen” 8n sen n

y el drea que encierra cada pétalo de la roseta es:

o —nsen 2T 27 — psen 2T

2 . n — n
8nsen? T 4n sen’® T
n n

Los pétalos de la roseta no se superponen los unos a los
otros, pues si a es el dngulo que forman las tangentes a

los dos arcos de cada pétalo en el centro del circulo de AT

radio 1, es % = % (los lados que forman el déngulo % son

respectivamente perpendiculares a los lados que forman el
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angulo % ). Asi, a = 2777 y cada pétalo es tangente en el centro del circulo de

radio 1 al pétalo contiguo.

El drea de la roseta es n veces el drea de cada pétalo, a saber:

o —nsen 2T 27 —psen

n- L —

2 2
4dnsen” T 4sen” T
n n

2
n

y la fraccién p, del drea del circulo de radio 1 que ocupa la roseta es:

27T—nsen2777

p, =

2
47 sen” T

fraccién a la que debemos calcular el limite cuando n — oco. Recordando que

lim nsen 2L = lim n-2T — 91 por ser senz ~z cuando z — 0, el
00 n n n ’

n— — 00
Iimite a calcular es una indeterminacion %. Para resolverla, usamos desarrollos

limitados de las funciones “seno” y “seno cuadrado” en el origen. Por un lado,

sen$:$—$—63+0($3),

. 2 2
y por otro, como es senz ~ z cuando z — 0, también es sen“z ~ z°, es

decir, sen?z = 22 + o(mg) cuando z — 0, y podemos concluir que:

27 — nsen 2" . 27?‘”;—673+0*3
lim p, = lim ——» =—. lim L n—

n— 00 n— o0 9o T 41 n—oo 71'2 [ 1

21 83 [1]

41 sen” — 4o
n 2

2

n n
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3
4L+0i 4:7r3—i-3n2-0i
3n? n? 1 n2 1 1
=——" lim =—- —- lim = T4 =
47 n—oo LQ 0[1] 47 3 n—oo 7r2—|—n2-0[12] 47 3
n? n? n

pues

Problema 06.90. (paginas 360 a 362)

Si de una urna que sélo contiene bolas blancas y bolas negras, idénticas salvo
en el color, extraemos dos bolas al azar sin reemplazamiento, la probabilidad
de que sean del mismo color es % . Cudntas bolas de cada color contiene la
urna?

(Baleares. Opcién A)

Un problema muy similar a éste es el 06.86 de este mismo volumen.
Solucién:

Obtendremos todas las configuraciones de la urna que proporcionan la
probabilidad 1/2 del enunciado. Sea b el numero de bolas blancas y n el
nimero de bolas negras en la urna. Aceptamos, segin una lectura rigurosa del
enunciado, que son b,m > 1. La probabilidad de obtener dos bolas del mismo
color es la suma de la probabilidad de obtener dos bolas blancas y la de

obtener dos negras, es decir,
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b.b—1+n.n—1_l
b+n b+n—-1 b+n b+n—-1 2

o bien,
bb—1D+n(n—-1) 1

(b+n)b+n—-1) 2

Al quitar denominadores en la ecuacién anterior y agrupar convenientemente,

se tiene:

26(b—1)+2n(n—1)=(b+n)(b+n—1) &
& b> —2bn+n” =b+n & (b—n)2:b+n

Queda asi una ecuacién diofdntica para cuya resolucién resulta apropiado
llamar b—n =4k, y por tanto, b+n:k:2, donde k€Z y k*>2 por ser
b,n >1. El nimero de bolas de cada color en la urna se obtiene asi

resolviendo el sistema:

b+n =k
b—n=%k
cuyas soluciones son:
p_kGxl) k(e

donde k€Z y |k >2.
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OBSERVACIONES

Si las extracciones de las dos bolas se llevasen a cabo con reemplazamiento, la
probabilidad de obtener dos bolas del mismo color es, como antes, la suma de
las probabilidades de obtener dos bolas blancas y la de obtener dos bolas

negras, es decir,

2

n 2 b2 + n? 1
b+n

(b+n)* 2

[ b
b+n
2 2 2
& b =2n+n°=0 & (b—n) =0 < b=n

Significa esto que la urna debe contener igual nimero de bolas blancas que

negras para que la probabilidad de extraer dos bolas blancas al sacar de la

urna dos bolas con reemplazamiento sea %
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PROBLEMAS DE OPOSICIONES. Tomo 6: 2014. Oposiciones al Cuerpo de Profe-
sores de Ensefianza Secundaria. Matematicas.

1.S.B.N. 978-84-86379-87-2

Autores: Braulio de Diego, Francisco Baena, Agustin Llerena, M* Belén Rodriguez, José Manuel
Gamboa, José M* Lorenzo y Bruno Salgueiro.

Contiene totalmente! resueltos los problemas propuestos en las citadas oposiciones, en 168 paginas,
convocadas por las diferentes Autonomias

Los problemas propuestos en convocatorias de afios anteriores no se resuelven otra vez, sino que se indica
un volumen de la misma coleccién donde figuran resueltos.



® TEMAS DE OPOSICIONES A PROFESOR DE ENSENANZA SECUNDARIA. Opo-
siciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria. Matematicas.
Segunda edicién. Tomo 1, I.S.B.N. 978-84-86379-48-3. Tomo 2, .S B.N. 978-84-86379-47-6.
Tomo 3,1.S.B.N. 978-84-86379-49-0.
Autores: Braulio de Diego, Francisco Padilla y Agustin Llerena.
Obra de 3 volimenes en la que se desarrollan todos los temas del Temario de Oposiciones al Cuerpo
de Profesores de Ensefianza Secundaria, especialidad de Matematicas

® PROGRAMACIONES Y UNIDADES DIDACTICAS. Oposiciones al Cuerpo de Pro-
fesores de Ensefianza Secundaria. Matematicas.
Tomo 1,1.S.B.N. 978-84-86379-74-2. Tomo 2,1.S .B.N. 978-84-86379-75-9. Tomo 3,1.S.B.N. 978-
84-86379-76-6. Tomo 4, 978-84-86379-77-3.
Autores: Fernando Garcia, Antonio J. Lépez, Manuel Lépez, José M* Lorenzo, Jorge Quereda, Ma-
nuela Redondo y M* Teresa Sanchez
Figuran desarrolladas las programaciones de las asignaturas de Matemadticas de 1°y 2°de E.S.O.en
el Tomo 1; 3°y 4° (Opciones Ay B) de E.S.O. en el Tomo 2; las Matematicas [ y II del Bachillerato
de Ciencias y Tecnologia en el Tomo 3; y las Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales I y II en
el Tomo 4. Ademds, con cada programacion se desarrollan al menos quince unidades did4cticas.

® PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAL. Primer curso de Escuelas Técnicas, Escue-
las Universitarias y Facultades de Ciencias.
Cuarta edicién. I.S.B.N. 978-84-86379-00-1.
Autores: Braulio de Diego, Elias J. Gordillo y Gerardo Valeiras.
Obra dirigida por José Luis Vicente Cérdoba (Catedratico de Algebra de la Facultad de Matemdticas
de la Universidad de Sevilla). Contiene 427 problemas totalmente resueltos y mds de 848 cuestiones.
Cada capitulo se inicia con un resumen tedrico.
Capitulo 1: Matrices. Operaciones elementales. Determinantes. Matriz inversa. Rango o caracteris-
tica de una matriz. Sistemas de ecuaciones lineales: método de reduccién de Gauss. Capitulo 2: Es-
pacios vectoriales. Subespacios. Dependencia lineal. Espacio cociente. Base y dimensién. Coorde-
nadas. Cambio de base. Escalonamiento de vectores. Aplicaciones del Teorema de Rouché-Frobenius.
Capitulo 3: Aplicaciones lineales. Nicleo e imagen. Matrices asociadas a una aplicacion lineal. For-
mas lineales. Espacio dual. Capitulo 4: Autovectores y autovalores. Polinomios caracteristico y mi-
nimo. Matrices diagonalizables. Diagonalizacion de matrices simétricas reales. Formas canénicas de
Jordan: métodos de la particién de multiplicidades y de los divisores elementales. Aplicaciones.

@ EJERCICIOS DE ANALISIS (CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL). Primer
curso de Escuelas Técnicas, Escuelas Universitarias y Facultades de Ciencias.
Quinta edicion. I.S.B.N. 978-84-86379-02-5.

Autor: Braulio de Diego.

Capitulo 1: Interpolacién. Capitulo 2: Sucesiones y topologia en la recta real. Limites. Capitulo 3:
Numeros complejos. Transformaciones. Capitulo 4: Limites y continuidad de funciones reales de
variable real. Capitulo 5: Derivada y diferencial.

Capitulo 6: Teoremas del valor medio. Regla de L"Hopital. Férmulas de Taylor y Mac Laurin. Curvas.
Capitulo 7: Célculo de primitivas. Integral definida. Integrales impropias. Convergencia. Capitulo 8:
Series numéricas. Sucesiones y series funcionales. Convergencia uniforme. Desarrollos en series de
potencias. Capitulo 9: Ecuaciones algebraicas. Aproximacién de raices. Eliminacion de incégnitas.
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