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Proélogo

ieles al compromiso de publicacién anual que contrajimos el afio pasado,
presentamos el volumen 7 de la colecciéon Problemas de Oposiciones de
Matemdticas que Editorial Deimos publica desde hace casi cuatro décadas. Se
resuelven en él los problemas propuestos en las oposiciones al Cuerpo de Profesores de
Ensenanza Secundaria celebradas en Junio de 2015 en las Comunidades Auténomas de
Extremadura, Madrid, Castilla y Leén, La Rioja, Castilla-La Mancha y Comunidad

Valenciana.

Hasta hace un ano, Deimos publicaba un nuevo volumen de Problemas cada seis o siete
anos que recogia los problemas de las Oposiciones celebradas en todo el pais en ese
periodo de tiempo. El gran nimero de problemas a resolver nos obligaba a escribir las
soluciones de modo esquemadtico para no convertir los libros en entes inabarcables —

alguno ya lo es— y, en consecuencia, caros.

Desde hace un ano, Deimos ha decidido publicar un volumen anual con los problemas
propuestos ese ano en las distintas Comunidades. Han resultado asi libros —el volumen
6 publicado en 2014 y el volumen 7 que ahora se presenta— m&ds manejables vy,
l6gicamente, mds baratos en los que hemos escrito todo cuanto hemos querido decir
sobre cada problema, permitiéndonos detallar sus soluciones tanto como hemos creido

necesario.

A pesar de los cuarenta amnos transcurridos desde que se redactaron las primeras
soluciones a los problemas de oposiciones, y a pesar de que algunos de los autores
actuales no son los originales, en todos los libros de la coleccién es denominador comun
el respeto por las Matemadticas y por quienes nos leen. El respeto por las Matemadticas
nos obliga a ser precisos en la escritura de las soluciones y nos lleva incluso en ocasiones
a modificar ligeramente los enunciados propuestos en el examen de la oposicién para
desproveerlos de cualquier ambigiiedad que provoque desconcierto en quien debe

resolverlos.
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Por su parte, el respeto a quien nos lee y, en especial, a quien nos lee para ser
examinado, nos impone escribir lo que contamos de la forma més clara en que sabemos
contarlo. Si aun asi no lo hemos logrado, esperamos de usted, querido lector, que nos lo

repruebe para que intentemos hacerlo mejor.

Esa aspiraciéon a que cada volumen mejore al anterior nos ha llevado a escribir varias
soluciones de casi todos los problemas del libro, ademds de una cantidad ingente de
observaciones en las que se resuelven variantes del problema en cuestién o
generalizaciones del mismo. Ello permite al lector no sélo aprender la resolucién del
problema concreto que fue propuesto en la oposicién, sino la de toda una clase de
problemas que tienen relacién con el mismo y que pueden ser resueltos con argumentos

similares a los utilizados en las soluciones que se presentan.

Ademss de las abundantes observaciones sobre los problemas que salpican el libro, tras
cada uno se enuncian y se demuestran aquellos resultados o propiedades menos
conocidos que han sido aplicados en la resolucién del problema. El lector no tendrd asi
que buscar en otro libro la informacién que necesita para resolver los distintos
problemas y, de paso, recordard conceptos o procedimientos empleados muy
frecuentemente en la resolucién de problemas propuestos en oposiciones anteriores,
entre ellos, las integrales eulerianas gamma y betha, el teorema de la bisectriz, la razén
simple, la férmula de Moivre, el dibujo de curvas en coordenadas polares, el Principio
de Reflexion para las caminatas al azar, la transformacion de Tschirnhaus para resolver
ecuaciones polinémicas, el estudio de algunos tipos de sucesiones recurrentes simples o

el problema de la paradoja de Bertrand.

Las soluciones que se han escrito de problemas ya resueltos en volimenes anteriores son
distintas a las que alli se propusieron, bien porque siguen vias diferentes hacia la
solucién, bien porque se ha resuelto alguna generalizacién del problema con la que,
huelga decirlo, se aprende considerablemente mdas que con el caso particular propuesto
en la oposicién. Tan sélo hemos dejado de dar una nueva solucién al problema 15.16.
Coincide con el 09.12 del volumen 5 y en nuestra opinién el procedimiento alli expuesto

no deja sitio para nuevas explicaciones.

Nosotros ya no diremos més y serd el libro a partir de ahora el que diga por nosotros.
La recompensa de haberlo escrito sélo nos llegara si es de utilidad a todos cuantos han

de leerlo, sea cual sea la razén que les acerque a él.
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Antes de dejar paso a las Matemadticas, subrayamos nuestro agradecimiento a quienes
aportaron sus ideas para mejorar el libro, a quienes desecharon las nuestras, a los que
nos permiten publicarlo y a los que padecerdn su lectura. Entre los que ya la han
padecido estd Juan Manuel Herndndez Rubio, al que agradecemos en especial su
altruista colaboracién, y entre quienes mds agradecimiento merecen, nuestras familias,

que han soportado con buen dnimo las ausencias que el pensamiento nos impone.

Madrid, Octubre 2015
LOS AUTORES
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Un par de problemas extraidos del volumen

15.2 (Paginas 6 a 8). Un profesor de Educacién Secundaria quiere poner el siguiente

ejercicio a sus alumnos:

Un depdsito posee dos grifos de llenado; uno de ellos llena el depdsito en a minutos y el
otro, independiente del anterior, lo llena en b minutos. ;Cudntos minutos se tarda en

llenar el depdsito si se abren los dos grifos a la vez?

a) Para que resulte sencillo, el profesor elige a, b y la solucién ¢ entre los nimeros
naturales. jQué valores pueden tomar a y b en funcién de ¢?
b) Utilice el apartado anterior para encontrar todas las soluciones (a,b) del problema,

con a,b € N, para c=6.

(Extremadura)

Solucioén:
a) El primer grifo, en un minuto, llena la fraccién % del depésito. El segundo grifo,
también en un minuto, llena la fraccién % del depésito, luego si se abren los dos

simultdneamente, llenardn en un minuto la fraccién %+% del depésito. Si los dos

grifos abiertos a la vez tardan ¢ minutos en llenar el depdsito, en un minuto llenan

la fraccion % del depésito, luego
Zpo=- (1)

Si de la ecuacién diofdntica anterior despejamos b, se obtiene, recordando que es
a>c:
ac  ac—c*+c? c(a—c) c2 c2

= + =c+
a—c a—c a—c a—c a—c

Dado que b y ¢ son nimeros naturales y que b > ¢, de la igualdad entre el primer y
. . 2 .

el dltimo miembro de (2) se deduce que el nimero ﬁ es también natural, luego

a — ¢ debe ser divisor natural de ¢?, es decir, a —c¢ =d, o bien, a = ¢ +d , donde d

es divisor natural de ¢?. Al sustituir en la igualdad (2) se obtiene b = ¢ + %
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Se ha probado asi que cualquier terna (a,b,c¢) de niumeros naturales solucién de la

ecuacién (1) cumple las condiciones

donde d es algin divisor natural de c2.

Reciprocamente, cualquier terna (a,b,c¢) de nimeros naturales en la que a =c+d y

2 . - -
b:c—i—%, donde d es un divisor natural de c?, es solucién de la ecuacién

diofantica (1). Esto es asi porque

1 1 1 1 1 d c+d 1

a b c+d c—l—% c+d cle+d) cle+d) ¢

Por tanto, la terna (a, b, c) de nidmeros naturales es solucién del problema si y sélo si

a=c+d, b=c+<
d
donde d es cualquier divisor natural de ¢2.

b) Si ¢ =6, del apartado anterior se deduce que sélo son soluciones del problema los

pares (a,b) de mimeros naturales tales que

a=6+d, b:6+%

donde d es cualquier divisor natural de 6> = 36. Los divisores naturales de 36 son

los d €{1,2,3,4,6,9,12,18,36} , por lo que las soluciones al problema en este caso son:

a=717 a=28 a=9 a =10 a=12
b =42’ b=24" b=18’ b=15" h=12’

a=15 a=18 a=24 a =42
b=10" b=9 "’ b=8 "' b=7
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15.10 (Péginas 107 a 111). Halle la parte entera de la suma

(Castilla y Leén)
Este problema figura resuelto tanto en la pdgina 251 del volumen 1 de Problemas de Oposiciones, como en los problemas

00.44 del volumen 4 y el 06.7 del volumen 5, de maneras diferentes a la que aqui se propone.

Solucién:

Acotaremos la suma

1 1 1 1
s:ﬁ+E+Tg+m+ﬁ
donde N € N es cualquiera y luego estudiaremos el caso particular N =10°. Si se
aplica el teorema de los incrementos finitos a la funcién f(z) = 2Jz en el intervalo
[k,k —i—l], donde k€ N es cualquiera, se concluye que existe algin ¢, € (k,k: +1) tal
que
F(k+1)=f (k)= f"(e;)

esto es,

NN A
Jer

Como es k<ck<k+1,ent0ncesJk1—H <%<#,yparacada keN es
%

Jk1_H<2\/k+1—2JE<%k (1)

Si se suman miembro a miembro todas las desigualdades de la izquierda desde k =1

hasta k¥ = N —1 se obtiene

Yol o N WiV
=1 Vk+1 k=1

es decir, s —1< 2(\/N —1), o lo que es equivalente, s < 2N —1.
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Si ahora se suman miembro a miembro todas las desigualdades de la derecha de (1)

desde k£ =1 hasta £k = N se obtiene

2-§(W—ﬁ)<§:%

k=1 k=1 VEk

es decir, 2(VN +1—1) < s. Al unir las dos desigualdades deducidas se tiene:
WN+1-2<s<2/N -1 (2)
En particular, si N =106, entonces

2100 +1 -2 <s<2-4106 —1

y, dado que 24106 +1—-2>2v105 —2=2.102 —2, de la desigualdad anterior se

desprende que
2:10° —2<s5<2-103—1,  esdecir, 1998 < s <1999
y, en consecuencia, la parte entera de s es [s] =1998.

OBSERVACIONES

La acotacién (2) obtenida para la suma

11 1 1
=t

“FrTRTETT

S

donde N € N es cualquiera, no permite determinar de manera tnica la parte entera de
s en todos los casos, aunque es verdad que, cuando no lo hace, deja el problema
reducido a la decisién entre dos nimeros naturales. Obsérvese que como la diferencia

entre la cota superior y la cota inferior de s obtenida en (2) es

VN —D—@JIN+1-2)=1-2(/N+1-+N)<1,
la parte entera de s sélo puede ser

sl=2N+1-2] o [s]=[2VN-1].
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mites y continuidad de funciones reales de variable real. Capitulo 5: Deriva-
da y diferencial.

Capitulo 6: Teoremas del valor medio. Regla de I'Hbpital. Férmulas de Taylor
y Mac Laurin. Curvas. Capitulo 7: Calculo de primitivas. Integral definida.
Integrales impropias. Convergencia. Capitulo 8: Series numeéricas. Sucesio-
nes y series funcionales. Convergencia uniforme. Desarrollos en series de
potencias. Capitulo 9: Ecuaciones algebraicas. Aproximacion de raices. Eli-
minacién de incégnitas.
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