
José Manuel Gamboa Mutuberría
Catedrático de Álgebra. Universidad Complutense de Madrid.

Francisco José Baena Muñoz
Profesor de Enseñanza Secundaria.

Braulio de Diego Martín
Catedrático de Matemáticas de Enseñanza Secundaria (excedente).

Profesor Titular de Escuela Universitaria. Universidad de Alcalá de Henares.

Agustín Llerena Achútegui
Catedrático de Matemáticas de Enseñanza Secundaria.

Profesor Asociado. Universidad de Alcalá de Henares.

José María Lorenzo Magán
Profesor de Enseñanza Secundaria.

Profesor Asociado. Universidad Complutense de Madrid. 

María Belén Rodríguez Rodríguez
Profesora de Enseñanza Secundaria.

José Francisco Fernando Galván
Profesor Titular de Álgebra. Universidad Complutense de Madrid.

Bruno Salgueiro Fanego
Profesor de Enseñanza Secundaria.

Tomo 9
Preparación del ejercicio

práctico de las Oposiciones

al Cuerpo de Profesores de

Enseñanza Secundaria

MATEMÁAÁTICAS

(2017 y 2018)



©  Los autores
©  Editorial Deimos

Glorieta del Puente de Segovia, 3
28011 Madrid
Tel.:  91 479 23 42  y  669 31 64 06
www.academiadeimos.es
editorial@academiadeimos.es

Reservados todos los derechos. Ni todo ni parte de este libro pueden reproducirse o 
transmitirse, utilizando medios electrónicos o mecánicos, por fotocopia, por registro 
u otros métodos, sin permiso por escrito del editor.

I.S.B.N: 978-84-86379-95-7 (Tomo 9)
Depósito legal:  M-1214-2019

Imprime: Service Point



I

Prólogo

Dos años después de la edición del volumen 8 de la colección Problemas de Oposiciones
de Matemáticas que la Editoral Deimos publica desde hace más de 40 años, presentamos
al lector el volumen 9, que recoge los problemas propuestos en Galicia en la convocatoria
de 2017 y los propuestos en todas las comunidades en las que se celebraron oposiciones
en 2018, excepto los de Navarra y Baleares, cuyos enunciados no hemos encontrado.
Los resolveremos en cuanto alguien nos los facilite. Nada podemos aportar acerca del
Ejercicio práctico propuesto en la Comunidad Canaria, que consistió en la descripción
de una intervención didáctica sobre un supuesto contextualizado en el ámbito canario.

Este es el primer volumen de la colección escrito en LaTeX, y comparte con los ante-
riores la profusión de figuras, que juzgamos imprescindibles para exponer las soluciones
con claridad. Es por ello que no hemos escatimado ni tiempo en elaborarlas ni espacio
en el que plasmarlas. Otra novedad, relacionada inicialmente con la anterior, es la incor-
poración al elenco de autores del Prof. José F. Fernando, que hace subir, y mucho, la
habilidad del equipo en la resolución de problemas y hace descender, y mucho, la edad
media de los autores.

Como viene siendo norma para nosotros, siempre que hemos encontrado soluciones
esencialmente distintas de un mismo problema las hemos incorporado. En ocasiones he-
mos considerado que el lector medio de esta obra podría necesitar explicaciones previas de
los ingredientes que empleamos en la solución. Por ello algunas soluciones comienzan con
el imprescindible preámbulo que pretende hacer del libro una obra (casi) autocontenida.

Alguno de los enunciados propuestos es falso, y otros requieren una interpretación
imaginativa para poder resolverlos. De ello damos cuenta detallada en la exposición de
las soluciones, aunque nos hubiera gustado haber eliminado el error o la ambigüedad del
enunciado, pues es sabido que los problemas se repiten de unas convocatorias a otras,
. . . , y sería lamentable que los errores se perpetuasen.



II

En este volumen hemos optado por incluir soluciones de cada problema, sin remitir
al lector a otro volumen anterior en el que hubiera sido resuelto, aún en el supuesto
de que no hayamos tenido la imaginación suficiente para inventar una solución mejor.
Hemos pensado que esto hace más útil la obra que el lector tiene entre sus manos, aunque
lo que de verdad es útil al preparar el ejercicio práctico de las actuales oposiciones es
intentar resolver los problemas por uno mismo. Hecho esto recomendamos acudir al libro,
para así confirmar que la solución es correcta, para aprender una solución distinta si ese
fuese el caso o para descubrir cómo resolverlo si nos hemos rendido. O, por qué no,
para percatarse de que los autores hemos cometido algún error. En este último caso
agradeceríamos al lector que se pusiese en contacto con nosotros para advertirnos.

No podemos finalizar este prólogo sin agradecer a la Editorial Deimos el esfuerzo que
significa publicar libros de estas características, destinados a un mercado ciertamente
reducido, al profesor Valentín Caballero su ayuda para resolver los escabrosos problemas
en los que interviene la didáctica y a nuestras familias el haberles privado de nuestra
compañía durante las horas de preparación del libro.

Madrid, Enero 2019

LOS AUTORES
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Problema propuesto en la Comunidad de Castilla-La Mancha en Junio de
2018

Número 18.31. Demuestre que todos los términos de la sucesión (an) son múltiplos de
600, donde

an := (n2 − 1)(n2 + 1)(n4 − 16)n2.

Solución. Dado que 600 = 23 · 3 · 52 = 8 · 3 · 25, el número entero an será múltiplo de

600 si y sólo si lo es de 8, de 3 y de 25. Para probarlo conviene factorizar an:

an = (n2 − 4)(n2 − 1)n2(n2 + 1)(n2 + 4),

y razonamos como sigue.

i) an es múltiplo de 8. En efecto, si n es par también lo es n2 y también lo son n2− 4
y n2 + 4, por lo que el producto de los tres es múltiplo de 8. Si n es impar, n2 es impar,
luego los números n2−1 y n2 +1 son pares consecutivos, por lo que uno es múltiplo de 4,
así que (n2 − 1)(n2 + 1) es múltiplo de 8. En ambos casos deducimos que an es múltiplo
de 8.

ii) an es múltiplo de 3. Esto es inmediato pues sus factores n2 − 1, n2 y n2 + 1 son
tres enteros consecutivos, por lo que uno de ellos es múltiplo de 3.

iii) an es múltiplo de 25. Si n es múltiplo de 5 entonces n2 lo es de 25 luego an lo es
también. Por otro lado, si n no es múltiplo de 5 el Pequeño Teorema de Fermat asegura
que (n2 − 1) · (n2 + 1) = n4 − 1 es múltiplo de 5 y que, en consecuencia, también es
múltiplo de 5 el factor n4−16 = (n4−1)−15 lo que implica que an = n2(n4−1)·(n4−16)
es múltiplo de 25.
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Problema propuesto en la Comunidad de Cataluña en Junio de 2018

Número 18.46. Sea A(t) el área limitada en el primer cuadrante entre la elipse de
ecuación 4x2 + y2 = 1, la recta y = 1 y la recta x = t, para 0 ≤ t ≤ 1

2 . Calcule los valores
máximo y mínimo de A(t).

Solución. Despejamos y2 = 1− 4x2 en la ecuación de la elipse y, a la vista de la Figura
1, nos quedamos con los valores positivos de y, esto es, y =

√
1− 4x2. El área A(t) es la

del triángulo curvilíneo encerrado entre la elipse 4x2 + y2 = 1, la recta y = 1 y la recta
x = t, y su valor es

A(t) =
∫ t

0

(
1−

√
1− 4x2

)
dx.

Dada la continuidad de la función integrando en los
t ∈ [0, 1

2 ], la función A es derivable, por el Teorema
Fundamental del Cálculo, y su derivada es

A′(t) = 1−
√

1− 4t2

para cada t ∈ [0, 1
2 ]. Esta derivada sólo se anula si

1 =
√

1− 4t2, esto es, en t = 0, siendo A′(t) > 0
siempre que 0 < t < 1

2 . Por tanto, A es estricta-
mente creciente en el intervalo [0, 1

2 ] y, en conse-
cuencia, el valor mínimo es A(0) = 0 mientras que
el valor máximo es

A

(1
2

)
=
∫ 1/2

0

(
1−

√
1− 4x2

)
dx.

 

Y

X

1

O

2 24 1x y 

1
2

( )A t

1y 

t

x t

Figura 1: Área encerrada

Para calcular esta integral efectuamos el cambio de variable x := senu
2 . Así u = 0 cuando

x = 0 y u = π
2 cuando x = 1

2 , de manera que, como dx = cosu du
2 , resulta:
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A

(1
2

)
= 1

2

∫ π/2

0
(1− cosu) cosu du

= 1
2

∫ π/2

0
cosu du

− 1
4

∫ π/2

0
(1 + cos 2u) du

=
[sen u

2

]π/2

0
− 1

4

[
u+ sen 2u

2

]π/2

0

= 1
2 −

π

8 .

Podríamos haber calculado el valor máximo A
(1

2
)

sin necesidad de integrar. La recta x = 1
2 es la

recta tangente en el punto R :=
(1

2 , 0
)
a la elipse

de ecuación
x2

1/4 + y2

12 = 1.

 

Y

XO 1
, 0

2
R
     

1
2

A
     

1
,1

2
S
     

 0,1M

Figura 2: Área hasta t = 1
2

Por tanto, A
(1

2
)
es el resultado de restar al área del rectángulo de vértices O, R, S y

M de la Figura 2, cuyos lados miden OM = 1 y OR = 1
2 , la cuarta parte del área de

la elipse cuyos semiejes miden 1
2 y 1. El área del rectángulo es OM · OR = 1

2 y la de la
elipse es π · 1 · 1

2 = π
2 , por lo que

A

(1
2

)
= 1

2 −
π

8 .
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Problema propuesto en la Comunidad de Extremadura en Junio de 2018

Número 18.63. Un tanque cilíndrico de radio R y altura h, sin tapa superior, se en-
cuentra lleno de agua hasta un nivel a, donde a ≤ h. Se elige al azar un punto cualquiera
sobre la superficie del cilindro, incluyendo el fondo, y allí se hace una perforación. Halle
el valor esperado del volumen de agua en el tanque después de realizar la perforación y
haberse vaciado el agua hasta el punto de perforación.

Solución. Consideremos inicialmente la variable aleatoria

X := altura del punto donde se hace la perforación,

que toma valores en el intervalo [0, h] y cumple las siguientes propiedades:

(i) La probabilidad de que la altura del punto donde se hace la perforación sea cero
coincide con la probabilidad de que el punto de perforación se realice en la base del
cilindro. Como el área del cilindro es πR2 + 2πRh y la de la base del cilindro es πR2, se
tiene

p(X = 0) = πR2

πR2 + 2πRh = R

R + 2h.

(ii) En el resto del soporte de esta variable, es decir, en el intervalo (0, h], asumimos
que su distribución es uniforme, esto es, existe k ∈ R tal que su función de densidad fX
es:

fX(x) = k para todo 0 < x ≤ h.

Para calcular el valor de k observamos que

1 = p(X = 0) +
∫ h

0
fX(x) dx = R

R + 2h + kh =⇒ k = 2
R + 2h.

Resumiendo, X es una variable aleatoria mixta que cumple

p(X = 0) = R

R + 2h, fX(x) = 2
R + 2h para 0 < x ≤ h.

Consideremos ahora la variable aleatoria V que mide el volumen de agua en el tanque
después de haberse vaciado el agua situada por encima de la perforación. Esta nueva
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variable está relacionada con la definida anteriormente como sigue:

V =


0 si X = 0

πR2X si 0 < X < a

πR2a si a ≤ X ≤ h

De este modo, el valor esperado de esta variable, que también es mixta, lo calculamos
de la siguiente forma:

E[V ] = 0 · p(V = 0) +
∫ a

0
πR2x · fX(x)dx+

∫ h

a
πR2a · fX(x)dx

= 2πR2

R + 2h

∫ a

0
xdx+ 2πR2a

R + 2h

∫ h

a
dx =

(
2πR2

R + 2h

)
· a

2

2 + 2πR2a

R + 2h · (h− a)

= πR2a2

R + 2h + 2aπR2(h− a)
R + 2h = πR2a(2h− a)

R + 2h .
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Problema propuesto en la Comunidad de Galicia en Junio de 2018

Número 18.67. Las circunferencias C0, C1,. . . , Cn, . . . son tangentes a dos rectas a y b
que se cortan en un punto P , y cada Cn es tangente a la siguiente de menor radio, que
es Cn+1. Llamaremos On al centro de la circunferencia Cn, rn a su radio, An a su punto
de tangencia con la recta a, Tn a su punto de tangencia con Cn+1 y dn a la distancia de
P a On. Sean, además, r0 = 3 y d0 = 12.

(1) Exprese rn y dn en función de n.

(2) Calcule el límite de la suma de las áreas de todos los círculos.

(3) Pruebe que los triángulos 4AnTnAn+1 son semejantes y rectángulos en Tn.

Solución. (1) Con las notaciones de la figura sea α el ángulo que forman la recta a y la
que une los centros de las circunferencias. Entonces,

rn
dn

= senα = r0

d0
= 1

4 para cada n ≥ 0.

 

0A1A2A

0O

1O

2O
0r

1r
2r

0T

1T

P a

b



Como las circunferencias Cn y Cn+1 son tangentes,

dn = dist (P,On) = dist (P,On+1) + dist (On+1, On) = dn+1 + rn+1 + rn,
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y por tanto,

4rn = dn = dn+1 + rn+1 + rn = 4rn+1 + rn+1 + rn,

es decir, 3rn = 5rn+1, luego rn+1
rn

= 3
5 para cada entero no negativo n. Por tanto (rn) es

una progresión geométrica de razón 3
5 cuyo primer término es r0 = 3. Así,

rn = r0 ·
(3

5

)n
= 3 ·

(3
5

)n
y dn = 4rn = 12 ·

(3
5

)n
.

(2) El área Sn del círculo encerrado por la circunferencia Cn es

Sn = πr2
n = 9π ·

(3
5

)2n
,

y la suma de todas ellas es
∞∑
n=0

Sn =
∞∑
n=0

9π ·
(3

5

)2n
= 9π ·

∞∑
n=0

(3
5

)2n
= 9π ·

∞∑
n=0

( 9
25

)n
= 9π

(
1

1− 9
25

)
= 225π

16 .

(3) Denotemos Tn el triángulo 4AnTnAn+1. Probaremos que para cada entero n ≥ 0
los triángulos Tn y Tn+1 son semejantes. Para ello, y puesto que los lados An+1An+2

y AnAn+1 están situados en la misma recta, es suficiente demostrar que los segmentos
An+2Tn+1 y An+1Tn son paralelos y también lo son los segmentos An+1Tn+1 y AnTn.

Los triángulos 4PAn+1On+1 y 4PAnOn son semejantes por ser rectángulos, respec-
tivamente, en On+1 y On, y compartir el ángulo en el vértice P . Por tanto,

3
5 = rn+1

rn
= POn+1

POn
= PAn+1

PAn
.

En consecuencia,
PTn+1

PTn
= POn+2 + rn+2

POn+1 + rn+1
= 3

5 .

Esto implica que los triángulos4PAn+2Tn+1 y4PAn+1Tn son semejantes pues, además,
comparten el ángulo en P .

Entonces los segmentos An+2Tn+1 y An+1Tn son paralelos, ya que los lados PAn+2 y
PAn+1 están en la misma recta y lo mismo sucede con los segmentos PTn+1 y PTn. Tam-
bién son semejantes los triángulos 4PAn+1Tn+1 y 4PAnTn pues comparten el ángulo
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en P y
PAn+1

PAn
= 3

5 = PTn+1

PTn
.

Esto implica que los segmentos An+1Tn+1 y AnTn son paralelos, lo que concluye la prueba
de la semejanza de los triángulos Tn y Tn+1. Por último, para probar que los triángulos
Tn son rectángulos en Tn observamos que, puesto que Tn+1Tn es un diámetro de la
circunferencia Cn+1, se tiene ]TnAn+1Tn+1 = π

2 , es decir, TnAn+1 ⊥ An+1Tn+1. Ya hemos
visto que los segmentos An+1Tn+1 y AnTn son paralelos, luego los segmentos TnAn+1 y
AnTn son perpendiculares, es decir, Tn es rectángulo en Tn.
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