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Proélogo

resentamos al lector la segunda edicion del cuarto volumen de la
coleccién Problemas de Oposiciones a Profesores de Ensefianza
Secundaria. Matematicas, cuyo primer volumen recogia problemas
propuestos en las citadas oposiciones desde 1969. En este cuarto volumen se
resuelven los problemas propuestos desde 1996 a 2005 por los tribunales que
han juzgado las oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria,
en la especialidad de Matematicas, en las diferentes Comunidades Auténomas.

En esta segunda edicion del cuarto volumen de problemas se han mejorado los
gréaficos, se ha aumentado el tamafio de los subindices para hacerlos mas
visibles y se ha incorporado alguna nueva solucion que era mejor que la que
nosotros escribimos en la primera edicién, ademas de, por supuesto, haber
corregido alguna pequefia errata que alli nos pas6 desapercibida.

Ademas del indice cronoldgico, en el que los problemas aparecen ordenados
segun el afio de celebracion de la Oposicion y la Comunidad en la que fueron
propuestos, se ha modificado y precisado el indice tematico de problemas, en
el que el lector podra seleccionar todos aquellos problemas referidos a un
mismo concepto matematico en los que podra percibir lineas maestras de
demostracion que son comunes a muchos problemas parecidos a los tratados.

Algunos de los problemas que aparecen en el libro ya fueron propuestos en
anteriores convocatorias y figuran resueltos en los volumenes 1, 2 6 3 de la
coleccion Problemas de Oposiciones. Matematicas (véanse las Publicaciones
del final del libro). En tales casos hemos optado por remitir al lector al



volumen de los anteriores en el que figura resuelto el problema, o bien, por
presentar una solucién alternativa cuando contiene ideas sustancialmente
diferentes a las expuestas en el volumen citado.

En los problemas propuestos por primera vez entre 1996 y 2005 presentamos
mas de una solucién completa en muchos de ellos y, para que el lector no
tenga que recurrir a terceros libros, se incluyen unas Observaciones al final de
cada problema en la que se enuncian y, eventualmente, se demuestran aquellos
resultados que han sido utilizados en la resolucion del problema. El lector no
debe asustarse por la longitud de alguna de las soluciones propuestas, y es que
nuestro empefio en explicar con rigor todo lo que necesita ser explicado
provoca que ciertas soluciones se extiendan algo mas de lo habitual. Diriase
gue no nos ha importado sacrificar espacio en aras de la claridad.

Aquellos problemas con enunciado ambiguo han sido resueltos en todos los
casos a los que nuestra imaginacién ha podido llegar y en otros
(afortunadamente pocos) en los que se pide probar algo que no puede
deducirse de los datos del problema, hemos buscado algin contraejemplo

sencillo que certifique lo que se afirma.

Por ultimo, queremos agradecer la colaboracién de todos aquéllos que han
contribuido a que esta segunda edicién mejore a la primera. Agradecemos las
contribuciones de Fernando Garcia Pérez, Silvia Leal Pardo, José Ledesma
Mufioz-Redondo, Manuel Lopez Olmedo, Francisco Padilla Garvi, Jorge
Quereda Lavifia y, en especial, las de Bruno Salgueiro, ninguno de los cuales
tiene la mas minima responsabilidad en las deficiencias que con toda seguridad
encontrard el lector en el libro y que son achacables en exclusiva a los autores.

Madrid, Marzo 2014
LOS AUTORES
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98.1. Determine el niimero complejo

A=1+4z2+2+2°2 4210 4.5 4,3
6271'71/7'

donde z =

(Andalucia)

Solucion:

La expresion de A puede simplificarse si se tiene en cuenta que z es una de

las raices séptimas de la unidad, esto es, 27 =1. Puede escribirse por ello:

resultando asi la siguiente expresién para A:
A=1+z+2t+22+22+2* +z:1+2(z+z2 +z4)
Para determinar el valor de z + 22 + z* reparese en que, por ser z =1, es

7_
4242428 420 +5+20=12 11=0 1)
Z_

Esta igualdad puede “ajustarse” a la expresién

obtenida para A si se repara en que las seis raices

séptimas de la unidad distintas de ésta son

conjugadas dos a dos. En concreto:
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24 _ 687r7,/7 _ 6767”/7 _ 23

Z5 _ 61071'2/7 _ 6—47”/7 _ 52

6 _ 61271'2/7 _ 6—271'2/7

z =7z

Si usamos las propiedades de la conjugacion, la igualdad (1) puede escribirse:
1+(z+z2 +z4>+z+z2 +2t=0
o lo que es igual, 1+ 2 Re(z +22 4+ z4> =0, y por tanto,

Re(z+z2+z4):—% (2)

por lo que sélo necesitamos ya calcular Im(z + 22 + 24). Recurrimos para ello
al médulo de z + 22 4+ 2*:
2 T 5 N =4
2+ 27 +z4‘ :(z+z2 +z4)-(z+z2 +z4>:(z+z2 +z4)-(z6 +2° +z3):
=2 420+ 4 T+ 4T =
=14+ a1 P 1 =2
y por tanto:
it 27 424 =2 (3)
De (2) y (3) se sigue entonces que:

) et ) (B = im0 =

[~



Problemas de Oposiciones 1996-2005

Para deducir el signo de Im (z + 22+ z4), basta tener en cuenta que

Im(z—l— 22 —|—z4> = sen%”—i—sen%”—i—sen8—7r = (senQ—”—sen@ +sendm >

7 7 7
por lo que Im (z + 22 + 24) = g Por dltimo

J7
A—1+2<z+22+z4)—1+2[—%+77l}—i\/?

00.18. Los cuatro primeros términos de la sucesién (¢, ) de nimeros reales

son a, =a, = a, = a, = 0 y su ley de recurrencia es, para n > 0

0 1 2 3

an+4 ta + 2an+2 + anJrl + an = 12n

n+3

Determine el término general de la sucesién en funcién de n y calcule el

término Qg -

INDICACION: z 4+ 23 +222 +2+1= (x2 + 1)(x2 + 1+ 1)
(Madrid)

Solucion:

La ley de recurrencia de (an) define una ecuacién lineal en diferencias con
coeficientes constantes. Su solucién general se obtiene sumando una solucién

particular de la misma y la solucién general de la homogénea.

Para determinar la solucién general de la ecuacién homogénea

an+4+an+3+2a +

2 an+1 + (ln =0 , TeCurrimos a su ecuacion caracteristica

:B4—|—:B3+2x2—I—x+1:(x2+1)($2—l—x+1):0
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Las cuatro soluciones de esta ecuacién son cos— +1 sen;, cos? + isen 2; y

dan la solucién general de la homogénea, que es:

o cos— + ¢, sen Ut + ¢, cos BT 2"7 + ¢, sen 27?27
Buscamos una solucién particular de la ecuaciéon completa usando coeficientes
indeterminados. El término independiente de la ecuacién completa, 12n, es de
la forma p(n)-s", con p(n)=12n y s=1. Ademds, s =1 no es rafz de la
ecuacion caracteristica de la homogénea, y por tanto puede encontrarse como
solucién particular un polinomio del mismo grado a lo sumo que 12n, es decir,
de grado menor o igual que uno. Sea a, 2 =a+0bn dicho polinomio.

Sustituyendo en la completa resulta:

a+b(n+4)+a+b(n+3)+2a+20(n+2)+a+b(n+1)+a+bn=12n

es decir, 6a + 12b 4 6bn = 12n . Identificando coeficientes resulta a = —4,
b=2, y la solucién particular es a = —4 +2n. La solucién general de la

ecuaciéon completa es por tanto:

2n7r +C sen 201 22nm

a, :—4+2n+c cos - +c sen &L +c cog <L 3

Teniendo en cuenta que los cuatro primeros términos son nulos se determinan

los ¢,. Resultan de esta forma ¢, =0, ¢, =6, ¢, =4, ¢y = —% y entonces
a, = —4+2n + 6sen - + 4 cos 27?37 4\;5 sen 27;)7

El término que ocupa el lugar 90 en la sucesién es:

Agy = —4+180+68en457r+4c05607r—%sen607r =—4+180+4 =180
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98.33. Se considera la familia de elipses

2 2

a®> b’

que pasan por el punto (1,1).

a) Determine la elipse de la familia que encierra una regién de drea minima.
b) Determine la elipse de la familia que engendra un volumen minimo al girar

alrededor del eje de abscisas.

(Cataluna)
El apartado b) figura resuelto en [Vol. 3] pdg. 176.
Solucién:
. e . . 2 y2
a) Las elipses de la familia son las que tienen por ecuacién 2—2+b—2 =1y

pasan por (1,1), es decir, aquellas en las que a y b cumplen a% + blz 1.

. . 2 2 . . .
El drea que encierra la elipse % +§_2 =1, teniendo en cuenta la simetria
a
de la misma respecto de ambos ejes de coordenadas, es cuatro veces el drea

2%

a2

a 2
5:4f b,/1—$—da;
0 a2

Mediante el cambio de variable z = asent , obtenemos:

bajo la gréfica de la funcién z +— b,/1 — entre x =0 y x = a, es decir,

w/2 w/2
S:4f bVl—sen2t-a,costdt:4abf cos’ tdt =
0 0
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/2

w/2
= 4ab %f (1 + cos 2t) dt = 2ab = mab
0

1
t+ —sen2t
2

0

Se trata en consecuencia de minimizar wab , o lo que es igual, minimizar ab

con ay b positivos y tales que - + - =1. Pero minimizar el producto de

a? b2
.. . e 2,9
factores positivos ab equivale a minimizar a“b”, que a su vez es

equivalente a maximizar —— =-L.-L  Debemos por tanto calcular el

aZb? a? ' b2
1.1

o < : 11 _
maximo de la funcién — 2 sabiendo que a,b >0 ¥y yl + ol 1.

a

Ahora bien, es conocido que el méximo de un producto de dos factores

positivos de suma constante se alcanza cuando ambos factores son iguales.

De aqui que en el méximo ocurre que %:b% y, como son a,b>0,
a
necesariamente a =b y de la igualdad % +bl2 =1 se deduce que % =1,
a a

luego a =b = V2. La elipse de drea minima es, por tanto, la circunferencia
%+ y2 =2, de centro el origen y radio +/2 , cuya drea es 27 .

2%

2
b) El volumen que engendra la elipse £ + Z—2 =1 al girar alrededor del eje de
a

abscisas es

Hay que minimizar éwalﬂ , es decir, ab? , con las restricciones a >0, b >0

y %%—b% =1. Esta ultima igualdad obliga a que % y blz sean menores
a

que 1, y como ay b son positivos, ambos han de ser mayores que 1. Como

a?
a?-1

de la misma igualdad deducimos que b° = , la funcién a minimizar es:
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f:(l400) > R:a— f(a)=a- _

Por ser a> —1>0 siempre que a > 1, f es derivable y su derivada es

a* —3a* a? (a+\/§><a—\/§>

o )

El tinico cero de f' en el intervalo (1,4+00) es a =+/3. Como f' <0 en el

f'(a) =

intervalo (1,\/§> y f'>0 en el intervalo (\/§,+oo>, f presenta un tnico

minimo absoluto en a = +/3 . Para dicho valor de a es b* = % :% y por

tanto b = %. La elipse que engendra el menor volumen al girar alrededor
de OX es asi la centrada en el ori d iejes /3 Jfo dich
gen y de semiejes y 5 vy dicho

volumen minimo es %W . \/g % = 27r\/§ .

00.50. Se realiza un juego entre dos jugadores A y B que ganard aquél que

gane dos partidas. La probabilidad de que el jugador A gane una partida es p,
la probabilidad de que el jugador B gane una partida es ¢, y la probabilidad
de que una partida termine en tablas (empate) es r. Calcule la probabilidad de
que el jugador A gane el juego.

(Galicia)

Primera solucion:

Sea A el suceso: “A gana el juego en la partida n-ésima” (n>2). Es

evidente que p(4,)= p?, mientras que si n >3, el suceso A ocurre sélo si

se da alguna de las dos situaciones excluyentes que siguen:
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» En las n—1 primeras partidas se producen una victoria de A y n—2
tablas, y en la n-ésima gana A. Como la unica victoria de A en las n —1
primeras partidas puede darse en cualquiera de ellas, la probabilidad de

este suceso es

(n _ 1) p,rn72p _ (n _ 1)p2rn72

= A gana una partida, B otra y se producen n—3 tablas en las n—1
primeras partidas, y A gana la ultima. La primera victoria de A puede
ocurrir en cualquiera de las n —1 primeras partidas y, fijada ésta, la
victoria de B puede darse en cualquiera de las m —2 partidas restantes.

Deducimos de ello que la probabilidad de que esto ocurra es

(n=1)(n=2)pgr"°p=(n—1)(n—2)p°gr"~>

La probabilidad de que A gane el juego en la partida n-ésima (n > 3) es por

tanto la suma de las dos probabilidades anteriores:
p(4,)=(n=1)p*" 7 +(n—1)(n—-2) p’r"™

y la probabilidad de que A gane el juego es entonces:

p(A)=p(4)+ Z:%p(m—
=p’+ i (7"0—1)]727“"72 + i (n—1)(n —2)p2qr"73 =
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Para el cdlculo de la suma de las dos series anteriores, podemos recurrir a la
. ., . . L. ‘ -1 .
derivacién sucesiva de la suma de la serie geométrica > °° ,r" " . Las series de

potencias como la anterior pueden ser derivadas término a término en el
interior de su campo de convergencia. Como dicha serie sélo converge si es

Irl <1, se tiene para tales valores de r,

00 2 o0 00 2 2
I A L = D ] B P
s 1—r ne3 dr\, =3 dr|{l—r (1—r)

Volviendo a derivar la serie anterior para los mismos valores de r, se tiene:

00 00 _ 2
I O R B
n=3 a3 drii—r)*| (1-r)
y entonces:
2 2
_ 1499 —
p(A):p21+2r r2+q 2 3:p(—i-q3 r)
- -l en)

probabilidad que, por ser p 4+ ¢+ r =1, puede ser escrita en la forma:

p(4)= P (p+3)
(p+a)°

Segunda solucion:

Llamemos Py @ la probabilidad que tiene A de ganar el juego después de que
A haya ganado i partidas y B haya ganado j partidas. Segiin esta notacién
debemos calcular p,, y es evidente que Pyj = 1y p,=0,para i,j€ {0,1}.

Distingamos segun el resultado de la primera partida:
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* Si A gana esta primera partida, cosa que hace con probabilidad p, a partir

de entonces tiene una probabilidad igual a p , de ganar el juego.

» Si B ha ganado la primera partida, hecho que ocurre con probabilidad g,

entonces A tiene una probabilidad igual a p,, de ganar el juego.

= Por tdltimo, empatan la primera partida con probabilidad r=1—p—gq,y

desde ese momento A tiene una probabilidad igual a p,, de ganar.
Resulta entonces, como consecuencia del teorema de la probabilidad total, que

Pog =D Py + 0Py +(L—=p—a) py

es decir,

(P+a) Dy =P Py + 4Py (1)

Razonamientos similares a éste para las probabilidades p,,, P, ¥y Pu

permiten obtener:

Pig =D Doy TP +L=p—0q) py
pOl:p-p11+q-p02+(1—p—q)-p01
pH:p'p21+Q'p12 +(1_p_q)p11

Después de simplificar las igualdades anteriores y unirlas a la (1), se obtiene el

siguiente sistema de cuatro ecuaciones:

(p+a) Py =P Py T4 Py
(p+4a)py=r+aqp,

(p+4q) py =1 pn
(p+a) p, =
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La solucién del sistema puede ser obtenida con facilidad de abajo hacia arriba,

y es:
_p P o p® 4 2pq

11 ) 01 — 97 10 — 2

Pta (p+4q) (p+4q)

y por tltimo
2

1 p° +2pg p° p° (p+3q

pOO D + q- - ( )

EY (p+e)  (+a)]  (pta)
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